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Einige allgemeine Regeln. Integration der Potenz. | 


ı ‚Bedeutet a eine beliebige Konstante, so ist 


Jar de = fifa de. 
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die . “a u | Be 
m. % " a,u,)da - fan, dz-+la,u,dr A -+la,u,de 
! je nn a Swdat+ af: dx my a, fu.ds. 
3 Hat da „unbestimmte“ Integral | 


Ir un u, 


free „ F@)- x Ei). 


Hierbei ist ilknepisatet: daß die aktignbs, f 2). und F (2) in 
ion Intervalle von a u. b einschließlich der drenzen endlich und 


Die Berechnung von F(b) — F(a) wird im Solgenden haufig dureh, 
OL... oder noch kürzer durch [F (@)], angedeutet. | 
= Bei a der Grenzen eines bestimmten Integrals be- 


en: Se Sr@az- (fi) ae: 


Bone en Ordinaien MA, N B 
Stück M.N der x-Achse (Fig. 1). Haben di 
A,B die Abszissen a bzw. b, so besteht 
Inhetl F' des so begrenzten Flächenstüe 
Formel 5 | a 


* 
\ 


it sei. e | 
ah die e Gleichung der Kurve auf schiefwinklige Koordlı 


a B NR 


gegeben nr a 
Be Bei den später folgenden Beispielen. wird für ein in der Bi 


er Kurve y-fla) für das Intervall von a bis b“ gebraucht. 
| 7. Für die ee der Potenz Ey deren a n 


a m Falle » = — 1 besteht die Fonnel. 
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falls ++ h ist. 


I ei 3x +4lnx. 


) EN 


"ai +5) da=Sin2 45240, 


# f ai 10, ige: a ist et + Flächeninhalt AM N mes 
das Intervall von = a ‚hin = -2 ns. . 


3 Ss Hei, “ A 
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so bebrgt Ada Flächeninhalt 4 ee REN, 
11. Die gleiche Aufgabe für die Kurve v - pe: 

und das Intervall von x = O An z=2. ee 
Man findet ET 1. un 


ER " 


von 2 1bioa- I bzw. one 


Fig. 8. 


bis, & io gehörigen Flächenstücke der Kurve lan, (@ = 1) Br (a 
mbar ilz. GLBig, 2 1% % 
” Man findet nn 
B= a 


Be 


Mlächesichaßohaner Kurven. 5 


14. Wie groß ist der Inhalt der auf ihre Asymptoten ale Koordi- 
? 2 
natenachsen bezogenen Hyperbel y = — für das Intervall von z, bis z,, 
wenn » der Winkel der beiden Asymptoten und 0 <x,<x, 186? 


Man findet 
I 
\ 
F = sin o J| - dz = m? sin on ®. 
x = “ 

Insbesondere im Falez, = 1, = X, m=1, o = tz ergibt sich 
F=lhX, 
4 i 

19. S Az = In £2 . 

% & 


® 


Hierbei ist vorausgesetzt, daB «a und b positiv seien. 
16. Welche Würmemenge ist nötig, um 10 kg Eisen, das eine Tem- 


‘  peratur von 20°C hat, auf 100° zu erwärmen, wenn die speeifische 


Wärme ce, des Eisens bei der zwischen 0° und 2000 BOIHEREN Temps- 


er ratur t durch die Formel 


c,= 0,1053 + 0,000142 1 


gegeben ist? Wie groß ist die zur Erwärmung aufgewandte Arbeit in 


Kilogrammetern? 
Zunächst werde daran erinnert, daß man unter der spezifischen 


"Wärme eines Körpers gewöhnlich die Wärmemenge versteht, die not- 
wendig ist, um bei der Gewichtseinheit des Körpers eine Erkärnung 
"um 1°C dbeiupen, Wählt man als Gewichtseinheit das Kilo- 
gramm, so wird als Einheit der Wöärmemenge eine „große Kalorie“ oder 


Kilogrammkalorie angenommen, d. i. diejenige Wärmemenge, die ein 
Kilogramm Wasser von 145° auf 154° erwärmt (vgl. Teill, S. 34). 


"Wählt man als ewiehkeinhant das Gramm, so legt man als Einheit der 


Wärmemenge die Grammkalorie zu Grunde, d.i. diejenige Wärmemenge, 
die ein Gramm Wasser von 144° auf 1510 erwärmt. In beiden Fällen 
hat c, denselben Zahlenwert. 


Will man aber die Änderung berücksichtigen, die die. spezifische 


Y Wärme bei Änderung der Temperatur erfährt, was bei der vorliegenden 
Aufgabe geschehen soll, so definiert man die: spezifische Wärme durch 
He Ei die Formel 


_.29 
ge: 


wo dQ die Wärmemenge bedeutet, die notwendig ist, um eine Gewichts- 


 einheit des Körpers von der Temperatur { um di zu erwärmen. 


BL: 


Bei der 7 gestelten, Aufgabe ist 


un a | = 01058 400001484, 
für 1 kg wird daher ne... 


100 


Be 
eb: zu multiplen, denn einer oben Kalorie a ei Arbeit 


a 


. 4 a } {’ 4 } Kr ni u IE) r a f 


24. Man soll zeigen, daß die Fläche der Parabel y’—pz für ds 
$ Intervall von z=0bisz— x, gleich $z,y, ist, wo y, die zur Abszissee 
BR 2 ar positive Ordinate + Vpz, EN | et 


En ; &r 21 


; F- Vof® z da aa 3% Vox, = Sun 


Ve & 25. . Wie EroR ist der Inhalt F de den zwei Parabeln „ — pr 
un a 2pY gemeinsamen Flä chenstücks (Fig. 6)? 


Ya ‚des den beiden Parabeln gemeinsamen Flächenstücks Bee a 

Ist „—2px=0 die Gleichung der einen Parabel, so hat die an- 
eine Gleichung von der Form Y?— 2pX=0, wo X und Y die 
Abkürzungen 


X = zeose +ysina, Y= — «sine + ycos« 


ldulan, oh diese beiden Gleichungen sind bekanntlich die Hormeih 
ir die Transformation eines rechtwinkligen Koordinatensystems. bei 
Drehung des Systems in positivem Simn 
(dem Sinn derjenigen Drehung, die die po- 
.. ‚sitive Richtung der x-Achse auf kürzestem 
Wege in die positive Richtung der y-Achse 
überführt) um den Winkel «. Bezogen auf 
das durch die Achsen X und Y gebildete 
Koordinatensystem hat die zweite Parabel 
fenbar die Gleichung Y?— 2pX =0. 
Die beiden Kurven schneiden sich im 


8 W. : s ii Eini g e allgemeine Regal. Integration dr Po otenz. 


= osini«, wo g einen Proportionalitätefäkter bedeutet, den man 
leicht gleich | Bi 
2pcosta: einig, a .- 


Andet. Daher hat P die Khordinzien 
= 2pcot?Fa, Y= zpeotze. 


Die Hälfte des : Inhalts ne des den beiden Parabeln ger E 
meinsamen Flächenstücks ist 


IR [Veps de — AOME, 


wo AOMP den Inhalt 4 +x,y, des De OM-P bezeichnet. 
Unter Rücksicht auf das Ergebnis von Aufgabe 24 ist daher 


ö 1 
Ne | De 
somit 


27. Den Inhalt der zu dem Intervall von2z=0 De x—=8 schrie 
Fläche der Neilschen Parabel „= 123 zu bestimmen (vgl. ” 26 in 
Teil I, 8.67). Bl 

Man findet | | “ Pe, 


- [1 Via? dı - ıyle | = 8. u... 


28. Die Gleichung y” — ka" stellt, wenn m und » ganze positive 
Zahlen sind, eine durch den Koordinatenanfang gehende Kurve dar, de 
man als Parabel höherer Ordnung bezeichnet (je nachdlem m >noder 
n> m ist, heißt die Parabel von der m“ oder n'* Ordnung). Dabei 
werde der "Einfachheit halber angenommen, daß % eine positive Zahl ist; 
alsdann liegt ein Teil der Kurve jedenfalls im ersten Quadranten des Ko 

. | ordinatensystems. u 

Ist P,.(x,, y,) ein in diesem Quadranten. be 
findlicher Pas der Kurve und sind PM, und 
P,N, die von P, auf die Koordinatänacneee ge 
f ällten Lote (Fig. 8), so wird das Rechteck OM,P,N 

durch den Kurvenbogen OP, in zwei Teile zerlegt, 
und die Inhalte F,, F, dieser an die v- Achse bzw. y- Achse anstoBenden 
Teile verhalten sich zueinander wie m zun, es ist Mn ri = m:n. Dies 
soll bewiesen werden. | 
Man findet 


Fig. 8. 


; 1 x Ai EM 
” En m ee 
— Lm. m BER SE 
F=k f dx mh, MW 


08 


" er a N Pa Be EINEN ZUR OH) ni N): > nn 


Flächeninhalt der Parabel. | 9 


Es werde noch bemerkt, daß die Kurve im ersten Quadranten der 
iR positiven Richtung der y-Achse die konkave oder konvexe Seite zukehrt, 
je nachdem n > m odern<mist. Vgl. Tall,S.96. 

u 29. Man soll den Inhalt der Parabel y-az:+2bzr-+c für db 
Intervall von x = 0 bis x =2h bestimmen und in das Ergebnis an Stelle 
der drei Koeffizienten a, b, c die zu den Abszissen 0, Rh, 2h gehörigen 
Ordinaten Y,, Yı, Ys Simführen. 


Shaıı 

F=f(as' +2bx +o)da=zah?’+4bh? + 2ch. 
Nun ist 

I oo p=6 Y=ah’+2bh+c, %»=4ah-+4bh-+e, 

“ Pr >daher ‘: .. | 

Ri e=%, Zahl = x —2y +9, Abb=— In +4 —y 

u nt + Y). 


“ Offenbar ist diese Formel von der Lage der y- Achse völlig unab- 
hängig, so daß sie auch für den Inhalt eines Flächenstücks der Parabel 
 y=ax? + 2bx + egilt, das zu dem Intervall vnx=z, bs = 2, +2 
gehört, wenn %,, Y,, %; die den Abszissen = 2,2, =2,+h, 13=12,+2h 
entsprechenden Ordinaten bezeichnen. | 
Der für F abgeleitete Ausdruck bildet eine Grundlage für die nähe- 
rungsweise Bestimmung des Inhalts einer Fläche, die durch einen be- 
liebigen Kurvenbogen P,F, die Ordinaten y, und y seiner Endpunkte 
und das zugehörige Stück M,M der Ab- 
 szissenachse (Fig. 9) begrenzt ist; dabei 
muß die Kurve keineswegs durch ihre 
Br: Gleichung g gegeben sein, es genügt, wenn 
sie gezeichnet vorliegt. Um einen an- 
genäherten Ausdruck für den Inhalt’ der 
Fläche P,M,MPP, zu erhalten, teilt — 
man die Strecke M,M ın Zn, also in 
eine gerade Anzahl gleicher Teile; jeder | 
derselben habe die Läuge k. Durch Ordinaten, die man in den Teil- 
“ punkten errichtet, wird alsdann die ganze Fläche in 2» Streifen oder 
em.» Doppelstreifen zerlegt, und diese Doppelstreifen sind oben durch 
_ die Kurvenbogen P,P,, P,P,,-:: Pan_„£ begrenzt (Fig. 9). 
Würden diese en mehreren Parabeln angehören, deren jede eine 
_ Gleichung von der Form y=a@?+2bx+.c hat, so würden die Inhalte 
_ der Doppelstreifen völlig genau der Reihe nach durch 


"a i Irly+ 4yıt) 3 hy +Ay + Yo): shlYan-at Ayan-ı + Yan) 


Bo ausgedrückt, wobei die Ordinate y des Punktes P durch y,, ersetzt 
G worden ist 


Gehören a a r PB, pP, .p, x PasP irgend wele er ander 


in Khan an, so stellen die eben an Ausdrücke die ı | 
Doppelstreifen nur angenähert dar. | 


Miberunfond: “ = 
n F= Et rn tt tn) +aatnt Hutnh j 


ann, als anne Regel hat wird. 
Liegt die Kurve P,P gezeichnet vor, 80 sind die Ordinate Yo > 
Yız--- Ya, Mit einem Maßstab zu messen. Ist die Kurve durch. a 
Gleichung y= f(x) gegeben, so muß man die zu den Abszissen 


os Le enN we tn 


schen et ne einer anderen Bedeutung, genäht den Wert “ 


a bestimmten Integrals Sf ft a Een Ein Beispiel hierzu wird i in 
Aufg. 37, 88 gegeben. 


j Teilt man nun das zu ın, Ei wet 
Stück M,M, der Abszissenachse | 
N leiche, Teile von der Länge 


N- (u £ 


und errichtet man in den Teilpunkteı 

die Ordinaten M. p M,P,,..., 80 wird die Fläche P,M,M,P,P, in ı 

Streifen zerlegt (Ei ig.10). Man kann nun eu den; Inhalt eser 
Fläche ersetzen durch die Summe der Inhalte der Trapeze I AN 


P,M,M,P,, PM, M,B,..., 


; ‚die entstehen, wenn man die Kurvenpunkte P,P, Bi A du 


N Der Gedanke, der der Alpannscher Regel zugrunde. liegt, ‚A di 
. übrigens schon im Jahre 1668 bei J. On , Vgl. @. Heinrich i in der 
& schrift Bibliotheca mathematica (3) 1 ee aaa RA 


& Be Inhalt in R Flä a > Mm, ER | or das 
Ben. NE | 


wo NE = f a) die Gleichüng der Kurve P,P, bedeutet, en durch 
‚die ‚Formel B% 


EREHER F=-iyt ty tt eh Nash Yn} 


- nn ENT Ey 


Sn konkar ist einen zu großen Wert, 
...80.Die Simpsonsche Regel wird z.B. beim Bau eines Schiffes benutzt, 
a a die Inhalte der vertikalen Querprofile, der in gleichen wagrechten 
Abständen rechtwinklig zur Schwimmebene (Konstruktions-Wasserlinie) 
und rechtwinklig zum Kiel gelegten Schnittebenen oder Spanien zu be- 
rechnen, oder auch zur Berechnung der in gleichen senkrechten Abständen 
parallel zur Ebene der Konstruktions-Wasserlinie gelegten horizontalen 
 Sehnitte oder Wasserlinien, falls man nicht vorzieht, diese Bestimmungen 
beiden in verkleinertem Maßstabe vorliegenden Zeichnungen der Schnitte 
aut Hilfe eines Planimeters auszuführen. 
"Diese Ergebnisse kann man nun als Ordinaten y von Kurven auf 
on und wieder mit Hilfe der Simpsonschen Regel das Volumen der 
'verdrängten Wassermasse, die Wasserverdrängung (das Deplacement) 
berechnen, indem entweder die Inhalte der Spantflächen oder (zur Kon- 
‚trolle) die Inhalte der Wasserlinienflächen benutzt werden. 
Man berechne z. B. den Hauptspant (d. i. den an der Stelle der 
. größten Breite des Schiffes befindlichen Spant) bei einem kleinen 
 Schraubendampfer, wenn die halbe Breite Ay 2,46m B, 
4,2, des Hauptspantes in der Konstruk- | 
Wasserlinie 2,46 m beträgt (Fig. 11). 
‚In der Tiefe w = 0,393 m unter dieser 
Wasserlinie sei de halbe Breite A,B, 
= 35 m; es a, ferner zusammen die 


ine Hier sind die Längen AB, d=0, 1, 2, 3 En, 
die bei der Simpsonschen Regel in Aufg. 29 mit y, bezeichneten Größen. 
En Die unten am Kiel übrig bleibende Fläche ABK soll als rechtwink- 


Ba LE NE a Kirnanen r DE Dun £ \ 
Y aller ER EINNTENGE BE BET ARN  6 BTE ENG TR Be N.) { 
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liges Dreieck betrachtet und für sich berechnet werden; die Keil N“ 
haben die Länge 0,60 m und 0,39 m. e 

Die Figur stellt die rechte Hälfte des EN er man er- 
hält mit Hilfe der Simpsonschen Regel für ihren Inhalt: 


8- 0398 (9,46 40,60 442,35 +1,41) + 2- 904) 4 990.06 OR 


— 2,906 + 0,117 = 3,023. 


Die ganze Fläche hat hiernach einen Inhalt $ = 6,046 qm; die Tiefe 
A,K beträgt 1,962 m. EN 
31. Die Wasserverdrängung V des Schraubendampfers in 1 Aufg, 30 Na 
zu berechnen, wenn 15 Spantenflächen ausgerechnet wurden, deren 
u von der benachbarten einen Abstand A=1,d m hat. Mita, ( -0,1,% .n 
2,..., 14) werde der halbe Inhalt einer solchen Spantenfläche bezeichnen u 
| | In Fig. 12 sind die Beträge, 
Sales durch Ordinaten dargestellt; A, 
vw F=y die erste Spante habe vom 
' Fig. 1%. | ” nächstgelegenen Ende M des 
. Schiffes den Abstand MFH | 
— 1,57:m, die’ letzte Spante habe vom nächsten Ende N den Abstand N 
F,N = 1,48 ım. Die halbe Wasserverdrängung + Y soll mit Hilfe dr 
ee Regel bestimmt werden, die nun in der Form Bi 


Puh 
A 


(1) T 6 2. or Fact (a tat ae )tarat HH BR N Me 


geschrieben werden möge. Zu diesem Ausdruck hat man den vor der Na 
ersten und hinter der letzten Spante gelegenen Raumteil hinzuzufügen, \ 
der angenähert als halbes Bechtflach betrachtet werden kann. 


Die zweite Spalte der vorstehenden Tafel enthält die Werte } Pa EN 
in°Quadratmetern, die dann folgende Spalte die Faktoren 2 oder 2 


|  Wansorverdringung: eines "Schiffes. RN | 13 


2 Be 1 a dem Ausdruck CHR die ante ‚Spalte enthält die 
_ Produkte dieser Faktoren und der zugehörigen Werte z,'). 


Für den Ausdruck (1) findet man —-- 1,5-43,50 — 43,50 cbm; die 
N beiden anderen oben erwähnten Raumteile haben das Volumen 


137080 _ 0,34 chm bzw. SSL — 0,23 cbm. 
‚So uiht sich +7 = 43,50 + 0,54 a% 0,23 = 44,07 cbm und V=88 cbm. 


| Ä Die Länge des Schraubendampfers Bett 
we ir 14:15 +1,37 + 1,48 = 23,85 m. 


32. Ein materieller Punkt von der Masse m befindet sich zur Zeit 
t=( an der Stelle O im Abstand a von der Oberfläche der ruhend 
gedachten Erde und hat die nach dem Mittelpunkt der Erde gerichtete 
Geschwindigkeit v,, In welchem Abstand s von O befindet sich der 
ER Punkt zur Zeit t und wie groß ist alsdann seine Geschwindigkeit v, wenn 
gdie dem Punkt durch die Anziehungskraft der Erde erteilte Beschleuni- 

Mi ‚gung der Schwere ist? Die Änderung, die diese Beschleunigung bei 
iy Änderung des. Abstandes vom Mittelpunkt der Erde erfährt, soll ver- 
 nachlässigt werden, auch werde angenommen, daß die Bewegung im 
luftleeren Raume erfolgt, ®) Vgl. Aufg. 13, 8.51 und Aufg.1, 8. 142 ff. 

| Wie in den Anfangsgründen der Mechanik gezeigt wird, ist die Be- 


‚or schleunigung gleich der zweiten Ableitung @ IB ; der gesuchten Funktion 


$=f(f), die die Abhängigkeit der von dem Punkt durchlaufenen Weg- 

strecke s von der Zeit £ darstellt. Die Geschwindigkeit v ist gleich der 

ersten Ableitung = (vgl. Teill, 8.17); sie hat die’ Richtung der senk- 

N recht nach unten wirkenden Beschleunigung der Schwere und ist positiv, 
da dieser Richtung der positive Sinn beigelegt werden soll. 

Das Produkt aus der Masse m des materiellen Punktes P und der 

ihr erteilten Beschleunigung. dient nun nach einem Grundsatze der 


Dynamik als ein Maß der auf P wirkenden Kraft, die im PTuPBSEHn 
Fall die Sehnen ung ist. Man hat somit 


SR Na Ne ne 
Be, u RR M gi == ja 


a Die in Anufg. 30 und 31 vorkommenden Zahlenwerte aiaramen aus einer 
Vorlesung über Schiffsbau. von Herrn Professor W. Riehn in Hannover; ich ver- 
danke sie meinem verehrten Kollegen Herrn Professor Dr. ing. E. Heidebro ek, 
m 92) Die Beschleunigung g der Schwere, d.h. der Zuwachs, den die Geschwin- 
digkeit eines im luftleeren Raume in der Nühe der Erdoberfläche. fallenden 
Körpers in der Sekunde erfährt, beträgt am Aquator 978 cm/sek?, in mittleren 
geographischen Breiten, z.B. in der Breite von Berlin, 981 cm/sek?, an den beiden 
Folen 983 cm/sek?. | 

® Dameier} Differential- u. Integralrochnung. Urs, Aufl 2% N 2 


r4 
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und | | 5 
0 (gat=gi+a, 

“ wo .c, eine Konstaute bedeutet, die sich bestimmen läßt, wenn man he 


achtet, daß zur Zeit =0 die Geschwindigkeit v gleich v, sein sol. 
Daher wird cs, = v, und 


d ' 

(1) Zmvrmgltn. 
Eine zweite Integration liefert 

s=-+g®’+ut+ 9 


wo die Konstante c, sich bestimmen läßt, wenn man beachtet, dad zur 
Zeit =0 auch s= 9 ist. So findet man = (0 und 


(2) s=y3g9®-tvt A 
Aus (1) und (2) folgt noch: f 
Ba re ee 


Die Gleichungen (1), (2) und (3) stellen die Gesetze des freicn, Bo 
Falls dar. Wäre die Geschwindigkeit des Punktes zur Zeit = 0 vertikal 
nach oben gerichtet gewesen, so hätte man in den vorstehenden Formen 
v, durch —v, zu ersetzen. Der Punkt P würde alsdann zunächst steigen 
während einer Zeit t, die aus O=gi— v, folgt, also gleich v,: g ist; 
für die von ihm hierbei zurückgelegte Weglänge erhält mans — v‘:2q, 
und zwar ist diese negativ, da der senkrecht nach unten erfolgenden 
Bewegung der positive Sinn beigelegt wurde. Nach Verlauf der Zeit 
i=v,:9 beginnt der materielle Punkt zu fallen. Wie man sieht, ist die 
Bewegung des Punktes von m unabhängig, in Übereinstimmung mitder 
Tatsache, daß im luftleeren Raum alle Körper gleich schnell fallen, ke “ 
Masse sie auch haben mögen.!) | 


1) Schon G.B. Benedetti (1530—1590)’ kannte die Beschleuniseunn beim. Wr 
freien Fall und behauptete, daß Körper desselben Stoffes, aber von verschiedener 
Größe, mit gleicher Geschwindigkeit fallen. Jedoch glaubte er, daß die Fallgeschwn- 
digkeit gleich großer und gleich gestalteter Körper dem Gewicht dieser Körper ppo- 
bortiongt sei. Etwa im Jahre 1590 fand G. Galilei (1564—1642), der als Begründer Ka 
der Dynamik angesehen werden kann, daß alle Körper gleich schnell fallen müßten, 
wenn der Widerstand der Luft nicht vorhanden wäre. Zur experimentellen 
Bestätigung dieses Satzes ließ er Steine von dem schiefen Turme in Pisa herab- 
fallen. Diese erreichten nahezu gleichzeitig den Erdboden, einerlei ob sie Bnaen | 
fielen oder ob mehrere Steine zusammengebunden fielen. Vgl. hierzu E. Mach, 
Die Mechanik in ihrer Entwickelung historisch - kritisch dargestellt, 6. Aufl., 
Leipzig 1908, 8. 125—149 und 8. 270—276; F. Rosenberger, Die Geschichte 
der Physik, 2, Teil, Braunschweig 1884, 8. 16-26; G. al De motu, a 


# 


. sn Sa 14 


Fall und Wurf im luftleeren Raum. 15 


33. Ein im luftleeren Raum befindlicher Makel Punkt P von 


‘der Masse m wird zur Zeit {= 0 von der Stelle O (dem Koordinaten- 
anfang) aus mit einer Anfangsgeschwindigkeit v, weggeschleudert, deren 


Richtung gegen die Horizontalebene unter dem Winkel « (Elevations- 
winkel) geneigt ist. Man soll zeigen, daß unter Einwirkung der Schwere 
der Punkt P zur Zeit t die Koördinatei hat 


z=tv,0080, Yetbo,sina— 4gtR. 


Hierbei ist die. x- Achse die wagrechte Gerade, die. man in der durch 
die Richtung & der Anfangsgeschwindigkeit bestimmten, durch O ge- 


henden Vertikalebene ziehen kann; die positive Richtung der y- Achse 
erstrecke sich senkrecht nach oben, der Winkel « werde von der posi- 
tiven Richtung der x-Achse aus gerechnet. 


Es wird sich zeigen, daß die Bahnkurve des Plhkten! in der soeben 


| näher bestimmten Vertikalebene (xy-Ebene) liegt; da dies aber noch 


Ä nicht bewiesen ist, werde zunächst durch O rechtwinklig zur x- Achse 


Ra mau X, Mm -fF, re 


eine wagrechte z- Achse gelegt. 
Nach einem Grundgesetz der Mechanik bestehen die Gleichungen 


a’x zZ, 


wenn auf einen frei im Raum beweglichen Punkt von der Masse m 
Kräfte wirken, deren Resultante (Mittelkraft) die den Koordinaten- 
achsen parallelen Komponenten (Seitenkräfte) X, Y, Z hat. Im vor- 
liegenden Falle wirkt auf den Punkt P, sobald er aus dem Koordinaten- 


3 2 anfang weggeschleudert ist, nur die Schwerkraft mg, und zwar in der ne- 
_gativen Richtung der y-Achse. Man hat somit 


+@) | nal, mn r 


d’z m 8% 0: 
Na, 

durch Integration erhält man die den Koordinatenachsen parallelen 

Komponenten der Geschwindigkeit des Punktes zur Zeit {, nämlich 


Es 7, dy d2 
(8) N, uTeHaa ar 


Die Konstanten c,, «,, c; lassen sich bestimmen, indem man die Glei- 


druckt in Le Opere die Galileo Galilei, Edizione nazionale (direttore A. Fa- 


varo) Bd. 1, Florenz 1890, 8. 243ff.; vgl. ferner für die Fallgesetze G. Galilei, 


Discorsi e dimostrazioni matematiche intorno a due nuove seienze attinenti alla 
meccanica e i movimenti locali, Leiden 1638, abgedruckt in den eben erwähnten 


 Opere di G. Galilei, Bd. 8, Florenz 1898, 8. 190ff., ins Deutsche übersetzt von 


“> A. von Oettingen, Ostwalds Klassiker der exakten Wissenschaften Nr. 24, 
Leipzig 1891, insbesondere S. 9—26. Vgl. ferner HE. DUTanE, Die Fall 


u 


Er 


” 


gesetze, BapeıR und Berlin 1912. | 
2° 


(3) fü für den Autangemstand der Bewegung G -0) h 
alsdann folgt N. 
(4) co c, ‚ Wwsna= 5 ” 0 & 


Die Integration der Gleichungen (3) ergibt mit Rü cksicht auf ( ) 
0) % =.0,00080 + d, y=-— 3 g® 7 vg sin « + d,, z= dt x N 


und u tindet man für jede der drei Tntegrationskonstrnlen di, ., y 
‘ den Betrag Null, wenn man beachtet, daß der Punkt P zur Zeitt—= 
die Koordinaten x = y—=z= 0 hatte. Der Punkt P ey sich also 

' zur Zeit t an der Stelle al Teil], 8. 180): | f 


$ | re ae 2-0. 


iR: (6): 
NM run cna, rüusma- gi. eh 
die Geschwindigkeit selbst wird: a n Bi “ Br 


BE BRUNS — AN LT 


DR 


9 »-+Y 


der durch die Richtung der ee bestinulen Ver- 
tikalebene (xy-Ebene). Die Bahnkurve ist von der Masse m des Punkt @ 
unabhängig, sie hängt nur ab von der Größe und Richtung der. 
ee sowie von der BEN der Schwere, Durch & 


/ werden können. 
Durch Elimination von i aus den Gleichungen (6) erhält man die 
Gleichung der Bahnkurve in der Öestalt RN i 


(9) re © oder rn denn 2 


- Florenz 1898, 8, 268#f., Ostwalds Klansikor der exakten Winenschaten 
eras 1891, 8. so 
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Wartparabel. f en 17 


klar She (ig 13). > Kurve schneidet die x- Achse, vom Koordi- 


dp si sin 2a 2 


natenanfang abgesehen, an der Stelle x = ‚ und dieser Ausdruck 


stellt daher die Wurfweite dar. Diese wird Vkanber gleich groß für die 


zwei Elevationswinkel « und 90°— « und erreicht für « = 45° ihren 
Bann Wert. 
Bei Bestimmung des Scheitels der Parabel, der höchsten Stelle der 


Bahnkurve, ist zu beachten, daß für ihn die vertikale Sompanenn der 
„sim & 


N Geschwindigkeit verschwindet. Da dies nach (7) für "2 eintritt, 


N } erhält man für den Scheitel der Parabel die Koordinaten 


A Die a = 


v,” sin 2% Y,sin?o 
a0) Byrne 


Seine Höhe über der z-Achse erreicht ihren größten Betrag für 


a %0°, also beim vertikalen Wurf, für den die Parabel natürlich in 
die doppelt zu zühlende y-Achse isartEl Offenbar ich dis größte, für 
a4! erreichbare Wurfweite doppelt so groß wie die größte, für 
&= 90° erreichbare Höhe. 


' Die Hüllkurve der bei gleicher Anfangsgeschwindigkeit v, zu ver- 


# schiedenen Elevationswinkeln a gehörigen Wurfparabeln wurde schon in 
; ss I, S, 180 bestimmt Al Fig. 13). Auch wurde dort schon erwähnt, daß 


Fig: 13. 


alle diese Wurfparabeln eine gemeinsame Leitlinie haben, während ihre 
Brennpunkte auf einem Kreis liegen, der den Ausgangspunkt O der Be- 


wegung zum Mittelpunkt hat und die gemeinsame Leitlinie berührt. 


; ar Dies ergibt sich leicht, wenn man die Gleichung ” in der Form 
an By y)=0 | 


schreibt, wo 2, En y, die in ho) en Koordinaten des Scheitels | 
edenten.: Die gemeinsame Leitlinie verläuft, wie gleichfalls aus (11) 
leicht ersichtlich ist, im Abstand v,?:29 parallel zur x-Achse, sie liegt 
' also in derjenigen Höhe, bis zu der sich der senkrecht in die Höhe ge- 
schleuderte materielle Punkt erhebt. 
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Die Scheitel der zu gleicher Anfangsgeschwindigkeit %,, aber zu ver- 


schiedenen Elevationswinkeln «& gehörigen, in einer und derselben Ebene 
befindlichen Wurfparabeln liegen auf einer Ellipse, die das von O auf 


die gemeinsame Leitlinie gefällte Lot zur kleinen Achse, eine doppelt 


so lange Strecke zur großen Achse hat. Jeder InBeckaih, dieser Ellipse a 


gelegene Punkt Q kann nur von dem absteigenden Ast der zwei durch 4 
gehenden Wurfparabeln getroffen werden (vgl. Teil I, 8. 180 £.). | 


Bei Berücksichtigung aller Parabeln, die zu gleich großen, aber N 


sich von O aus nach beliebigen Richtangeh des Raumes erstreckenden 
Gescehwindigkeiten v, gehören, erhält man als Ort der Brennpunkte e i 
statt des früheren Kreises eine Kugel, als Ort der Leitlinien eine wag- 


rechte Ebene, die Scheitel der Parabeln erfüllen ein Rotationsellipsoid. 


34. Nach einem Satze der Hydrostatik ist der Druck dp, den die 
in einem Gefäß enthaltene Flüssigkeit auf ein Flächenteilchen dF der 
Seitenwand des Gefäßes ausübt, gleich dem Produkt aus dem Gewicht y 
der Volumeinheit der Flüssigkeit, dem Flächeninhalt d F und der Tiefe x, 
in der das Teilchen dF unter dem Wasserspiegel gelegen ist. Gleiches 
gilt, wenn dF nicht der Seitenwand des Gefäßes angehört, sondern sich, 


auf einer in das Gefäß getauchten Fläche befindet. 


Es wird nun eine ebene rechteckige Fläche vertikal in das Gefäß ” es 
getaucht, das mit irgend einer Fliissigkeit gefüllt sei. Die eine Seiten 
linie des Rechtecks liege ım Wahserspiegel oh babe die Länge ER: da 


die beiden vertikalen Seiten haben die Länge 5»=5 dm. Wien groß ist der Ki. | 


auf jede Seitenfläche des Rechtecks ausgeübte Druck p? 


Zwei in der Tiefe x und x + dx auf der Fläche des Rechtecks N | 
zogene wagrechte Geraden begrenzen einen Streifen vom Inhalt dF=3dr; 


daher ist de — 3yxdx und 
a 37 [nde Be 


Die benutzten Bönzendiahenh sind Dezimster, somit p = 37 Kay), kg, a 


wenn ein Kubikdezimeter der Flüssigkeit y Klderamın wiegt. 


35. Unter denselben Voraussetzungen wie bei der vorher ER ne 
Aufgabe wird gefragt, in welcher‘ Tiefe x = eine wagrechte Gerade 
zu ziehen ist, lo di Rechteck derart in zwei Teile teilen soll, daß dr 
auf den oberen Teil ausgeübte Druck so groß ist wie der auf den unteren a 


Teil ausgeübte Druck. 
Offenbar mnß die ie bestehen 


ya 3, f xdx oder = 20-5 
Ö ws 


woraus & — 3,535 dm hervorgeht. 


A 


oder (nach Regel 5, S. 2) 


Fund 


Er X nd f 


Druck einer Flüssigkeit auf eine ebene Fläche. 19 


36. In welchen Tiefen sind wagrechte Geraden zu ziehen, die das 
Rechteck in Aufg. 34 derart in » Streifen teilen, daß die auf die ein- 
zelnen Streifen ausgeübten Drucke einander gleich sind? Die wag- 
rechten Seiten des Rechtecks haben die Länge a, die beiden anderen 
Seiten die Länge b. 

Es seien 2,2%, --- 2... &,_., von oben nach unten gerechnet die 


Tiefen, in denen die Ba der gewünschten Beschaffenheit liegen, 


=== =''=P-1=27, seien die auf die einzelnen Streifen 
ausgeübten gleich großen De Alsdann ist p>p, +9 +: +9, +: 


+?,-ı+?r, der Gesamtdruck, mit dem die Flüssigkeit auf jede Bellen 


fläche des Rechtecks wirkt; daher wird  +p; +: + Den Er 2, und 


_ wenn man die den beiden Seiten dieser Gleichung zugehörigen Tue ale 
_ anschreibt, folgt 


%, 


7% . D 
rl Saraer farser- + faras) - fazas ie 


8 2; ) 


a A, 
Ser- 1 fazaz also ER Werd”, 


0 
und 


aveys 
So folgt 
iR imo... 2:0 vl:y2:...:Yk:...Yn—1:Yn. 


Zur Konstruktion der Tiefen %, 8 -:-2p---%y_ı teile man die 


2—1 


Seite b=_AB des Rechtecks in » gleiche Teile (Fig. 14 gilt für n—=6): 


AA=4AA,=4A,4=::: = 4,_,B, beschreibe über AB als Durch- 
messer einen Halıkıa und ziehe durch die Teilpunkte 
A,,Ag,-..A,_, rechtwinklig zu AB Geraden, die die 
Kreisperipherie in X,, X,,... X,_, treffen. Aledann ist 


n-i 


AR ABA. 
h } R 


AR, V = N. 


37. Den Druck zu bestimmen, den die Flüssigkeit Fig. 1a. 
auf die Fläche des eingetauchten Bechtockt ausübt, wenn 
diese gegen den Flüssigkeitsspiegel unter dem Winkel « geneigt ist und 


der obere Rand des Rechtecks sich in wagrechter ae in der Tiefe e 
. unterhalb des Spiegels befindet. 
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Begrenzt man in der Ebene des fechtecke- einen Strotiin, I a 
man in ‘den Abständen # und x + dx von der Seite AB (Fig. 15) Par- 
allelen zu dieser Seite zieht, so stellt ya(e + x sin «)da den auf diesen. 
Streifen EN, Druck. dp dar. Man erhält 
somit 


para fer einer ee 


38. Ein dünnes vollkommen biegsames und 
unausdehnbares Seil, das außerdem homogen ist 
und konstanten Querschnitt hat, (oder ein Faden 
von gleicher Beschaffenheit) wird an seinen beiden 
Enden aufgehängt. Welche Gleichgewrichtslage 
nimmt das Seil ein, wenn auf jede Stelle desselben 
senkrecht nach unten eine Kraft oder eine Belastung einwirkt, die sich 
über die Projektion der Seilkurve auf eine wagrechte Gerade gleich fi 
mäßig verteilen würde? | 


Ist diese wagrechte Gerade die &- ehe eines rechtwinkligen Koor an 
dinatensystems, so soll demnach die auf ein Bogenelement ds der Sei- 
kurve senkrecht nach unten wirkende Kraft oder Belastung der Projek- 
tion dx des Bogenelements auf die x-Achse proportional sen. Dabei 
werde angenommen, daß die Enden des Seiles in der vertikalen zy-Ebene 
eines rechtwinkligen räumlichen Koordinatensystems liegen, bei dem sich. 
die positive Richtung der y-Achse vertikal nach oben erstreckt. x 


Es möge zuerst der allgemeinere Fall betrachtet werden, daß die senk- abe 
recht nach unten wirkende Belastung des zum Punkt P der Kurve gehöri- 
gen un ds gleich p(z) dx ist, wo p(x) eine stetige Funktion der 
Abszisse x des Punktes P bedeutet. Würde das unter Wirkung dieser Be 
. Jastung befindliche Seil an irgend einer Stelle P durchschnitten, so könnte 
nur mit Hilfe von zwei gleichen entgegengesetzt 
gerichteten Kräften, Garen jede die zu P gehörige 
Spannung darstellt, Kir Gleichgewicht wieder her- 
gestellt werden. Bi in P vorhandene Spannung 8 
ist jedenfalls eine Funktion der KoordinatenvonP 
und hat die Richtung der in P gezogenen Tan- 
gente. Im benachbarten Punkte P, ist die Span- 
S+dS. Auf das Bogenelement PP, =ds 

(Fig. 16) wirken daher im Falle des Gleichge- 
wichts folgende Kräfte: in P die Spannung $ in 
Richtung der Tangente von P nach unten, nP, 
die Spannung S+dS in Richtung der Tangente von P, nach oben, 
im Schwerpunkt des Bogenelements die Belastung nn dx ee 
nach unten. 


ds 


8  Fig.i6. 


Seilkuren bei gewisser - Belastung ara Soiles, | PER 


| " Bildet die in P gezogene Tangente PT mit den Achsen des räum- 

_ lichen Koordinatensystems (dessen #-Achse wagrecht liegt) die Winkel Ei 

0, ß, 7,0 hat Sin Richtung der Koordinatenachsen die Komponenten % 
.— Scose, — Scosß, — Seosy; die Sun nE S$S-+dS hat die Kom- 

ponenten 


Seose+ d(Scose), Scosß + d(Scosß), Scosy + ldap) 
daher kommen im ganzen folgende Komponenten in Betracht: 
hen X—— Seosa + Scosa +d(S cose) 
Bee — — Scosß + Seosß + d(S cos ß) — pla)dx 
Ba. = — Scosy + Scosy + d(S cos?). 


a R. 


Da Gleichgewicht vorhanden ist, müssen die Komponenten verschwin- 
den, man hat also 


® | d(Seose)=0, d(S cos BP) —-ylr)dx=0, d(Scosy) = 


EN Die erste dieser drei Gleichungen ergibt Scos«e = c,, die dritte, 
86089 = c,, wo c, und c, Integrationskonstanten bedeuten; daher ist 


BA 


%608@=c,c08y, und wenn man beachtet, daß cos« = = ‚eosy = 2 
ist, folgt durch Integration a2 = c,2+c, d.h. die Punkte der Kurve 

liegen in einer zur y-Achse parallelen Ebene. Diese muß aber mit der 

xy-Ebene selbst zusammenfallen, da die Endpunkte des Seiles schon in 
dieser Ebene liegen. Alsdann liegen auch alle Tangenten der Seilkurve 

in der xy-Ebene oder y ist gleich 90°, cosy = 0, somit cosß = sine. 

Die Gleichungen (2) können nunmehr durch 


oo‘ Soosa—c, d(Ssin«) — pla)da — 0 


ersetzt werden ‚ von denen die erste aussagt, daß die wagrechte Kom- 
2 ponente der Spannung in allen Kurvenpunkten gleich groß ist. Ferner 


a ist a —=tgo, daher 


a. d d 

ml Ssin« — Scosu 7. — 6), Fe 

Die Konstante c, ist offenbar die Spannung H in demjenigen Kuryen- 
punkt, dessen Tangente wagrecht verläuft, denn für «= 0 ergibt die 
. erste Gleichung (3) S=c,. Allgemein ist also 


KO), |  Scos«=H oder S= H:cosa. 


Die zweite Gleichung (3) kann nunmehr wegen (4) durch 


Br: | 8% a? 
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ersetzt werden. Durch zwei Integrationen und RER der hierbee Bu 
auftretenden Integrationskonstanten erhält man die ‚gesuchte Gleishunie e 
der Seilkurve. 

Umgekehrt kann (6) dazu dienen, die Art de Belastung p(z)dx 
zu bestimmen, die vorhanden sein muß, damit die Pla eine der 


Gleichung y = f(x) entsprechende Gestalt habe, 5) 


Bei der oben gestellten Aufgabe soll die Belastung des Bogensien in Be 
ds seiner Projektion dx auf die &- Achse proportional sein; an Stelle von 
p(x)dx tritt also nunmehr gdr, wo g eine Konstante se nämlich die 
Belastung einer Seillänge, deren Projektion auf die x- Achse gleich der 
Längeneinheit ist. An Stelle von (6) tritt nunmehr 

d’y 


m: BEY=g, 
woraus 

d N a? 
(8) Hat, Y-gHtnetr 


hervorgeht. Als Seilkurve erhält man nuumehr- eine Parabel, dren 
Achse zur y-Achse parallel ist. Verlegt man die y-Achse parallel zu 
sich selbst, bis sie durch denjenigen Punkt der Kurve geht, dessen Tan- 
gente wagrecht ist (Scheitel der Parabel), so gehören die Werte z=0 


und . = 0 zusammen, es ist alsdann y, =0, und wenn man die x-Achse ee 
parallel zu sich selbst verschiebt, bis sie durch den Scheitel der Kurve Yu 
geht, also Scheiteltangente wird, ist auch noch 9, = (0, und als Gle- 
chung der Seilkurve ergibt sich Br 


' Hat die Verbindungslinie der le A,.B des Seiles die Länge ie 
2a und ist sie zur x-Achse parallel, hedenist ferner f die Palo Rn 
d.h. den Abstand der Sehne AB vom Scheitel, 50 ist EN 


gar 
f- H H) 


für die wagrechte K. omponente der Spannung eines jeden Kurvenpunktes en 
folgt daher NR 


| 2 a? 4 


und die Spannung S eines heliebuen Punktes P(x, y) wird alsdann 


me Bart (2)’- vH°’+ gr FE 


—— 


1) Vgl. L. Henneb erg, Statik der arran Systeme, Darmstadt 1886, S. 63 ” 
Hj. Tallgvist, Lehrbuch der technischen Mechanik, Bd. 1, Helsingfors 1903, 8.407 
bis 411. Eine rein geometrische Ableitung der Gleichung (7) gibt O. Mohr, Ab- ” 
handlungen aus dem Gebiete der technischen Mechanik, Berlin 1906, S. su 


RT, 


a BE EN 
BR: 


iX 


4 


Hängebrücke. Seilreibung. | 23 


oder | BR 
(11) | 8 rar 1,ya a Apr. 
‚Die vertikale ae 5 der Spannung erhält man aus 
NL CE, 
sie wird ER re ? 
a) rar. 


mit der Abszisse x gehörigen Hängestange. 


Hat z. B. die Kette einer Hängebrücke (Fig. 17) die Spannweite 


2a = 60 m und 9 m Pfeilhöhe und beträgt die wagrechte Projektion der 


Belastung 1500 kg für ein Meter Länge, so wird 4 = 135000 kg, 
Y=1500%x, und die Gleichung y = 2? 


180 
liefert die hänge der zu einem Kurvenpunkt 


---4.-- _- - > --4---n 


M 


Fig. 18. 


Fig. 17. 


39. Über einen zylindrischen Körper sei vom Punkte A, bis zum 
Punkte A, eines zur Achse des Zylinders rechtwinkligen Eh efieh Quer- 
schnitts en Seil gelegt. Es wird ferner angenommen, daß der Zylinder 
fest gelagert, also gegen Drehung gesichert ist. An dem einen Ende A, 
des auf dem Zylinder lagernden Seilstückes wirke eine in der Ebene ne 
genannten Querschnitts liegende tangentiale Kraft P,, und es wird nun 


gefragt, welche tangentiale in derselben Ebene liegende Kraft P, an dem 


Me Ende A, angreifen muß, um die Kraft P, zu überwinden (Fig. 18). 


J edenfalls muß P,> P, sein, und zwar ist die Grenze, bei der noch 
Gleichgewicht ud, a eine Gleichung von der Horn 


(1) P,=P,+W 


gegeben, wo W den Reibungswiderstand des Seils und des Zylinders 
bezeichnet. Sobald P,> P,+ W ist, wird von P, die Kraft P, und 
der Widerstand W Moden 

Zur Bestimmung von W betrachten wir zunächst ein kleines Ele- 
ment ds = M,M, des Seiles. Die in den Endpunkten M,, M, dieses 
Seiles enden Spannungen , = 8 und, = S+dS fallen in die 


Richtung der in M, bzw. M, gezogenen Tangente M 

des Elementes M, Mm, (Fig. 19). ‘Durch diese Span- ” 2 
nungen wird gegen den Zylinder ein Normaldruck 9: 82 
AN des Seilelementes hervorgerufen, dessen Betrag c 


Fig. 19. 


sich ergibt, wenn man in der Mitte M von M,M, 
die Normale MC zieht und die in Riehtung dieser Normale fallenden 


Komponenten der Spannungen S, und $, zueinander addiert. Wird der 


273 g1. Einige geiae Begaln, Intogration der Potenz. EN Er 


Y 


Winkel M, CM, mit dy bezeichnet, so ist xM, CM-M =, a N 
und die ee der beiden genannten FD N also der, Normal- 


druck dN wird ee S 


aN=($, + 5,)sinldy (28 + d9)ainhy. Ra u 


Bei Benutzung der Reihe für sin!dy (Teill, S. 80) und bei Veran 24 
lässigung der unendlich kleinen Größen zweiter und höherer Ordnung 
Ordnung kann hierfür 


(@) dN- 28: 2 KRCE 
gesetzt werden. iR 

Der Reibungswiderstand d W des Elsinentss ds ist nach der A; 
von der Reibung dem zugehörigen Normaldruck proportional, etwaglich 


uaN, wo u den Reibungskoeffizienten bezeichnet. Diese Beh Er 
ist im Grenzzustande des Gleichgewichts gleich dem Unterschied AR 


RR er 5; aa ds 
der in M, und M, bestehenden Seilspannungen, daher wird 
(Al sa | dS=udN= ee 


Mit Hilfe dieser Gleichung bestimme man die Beziehung, die zwi- 
schen den an den Enden A,, A, des Seiles wirkenden Kräften P,, P, ä 
und dem Winkel & der in A, I A, gezogenen Normen 16) 
stattfindet. " 


en ist 


= jedy oder nS=yuu+ ine, 
somit 


(4) Se cer®,. 


Hier bedeutet natürlich % das zu dem Winkel y gehörige Bogen- 
maß, d.h. die zu dem Zentriwinkel x) eines Kreises vom Radius Eins 
ehörige Bogenlänge. Wird der Winkel « von OA, aus gemessen, ‚so 
gehören d = O und $= P, zusammen; daher ist P,—= c und Si a enY. 
Da ebenso y= «a und S-— 'B, zusammengehören, folgt | 


N P, = P,era. 


| Sobald P, > P,er* ist, a die Kraft: P, und der Reibungeniden 

“stand W durch. die Kraft P, überwunden, Die Gleichung (5) zeigt außer- 
dem, daß bei hinreichend großen Winkel & eine große Kraft P, durch 
eine verhältnismäßig kleine Kraft P, im Gleichgewicht gehalten werden. = 
kann, besonders dann, wenn « > 2x ist, also das Seil mehr als einm 
um den Zylinder geschlungen wird. So erklärt sich die Tatsache, d 
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ein Schiff, das landen soll, am Zurückgleiten verhindert werden kann, 


wenn man ein an dem Schiff befestigtes Seil mehrmals um einen am 
Land befindlichen Pfosten (Spill) herumschlingt. 
F ür den Widerstand W ergibt sich aus (1) und (5) 


RC YRO IN SON a W- P,(e"* —1). 


Bei den vorstehenden Dehtonben wurde angenommen, daß das 
Seil völlig biegsam sei; ferner wurde das Gewicht des Seils nicht be-- 
rücksichtigt. Die Betrachtungen gelten übrigens auch, wenn statt des 


'Seiles ein Lederriemen über den Zylinder gelegt ist. Sie sind außerdem 


vom Radius des Zylinders unabhängig, gelten also, welche Größe dieser 


- Radius auch haben mag. Nur der Winkel A, O.A,, den die in den Enden 


A,, 4, des aufgelagerten Seilstückes in der Ebene des Querschnittes 


P,4,4,P, gezogenen Normalen miteinander bilden und der Reibungs- 
ent u sind neben P, und P, in den abgeleiteten Gleichungen ent- 


halten. Überhaupt gelten n) diese Er gebnisse auch dann, wenn der Quer- 


schnitt des Zylinders ein konvex gekrümmtes Oval ist. 


‚Wir teilen noch einige Werte des Reibungskoeffizienten u mit:?) 


Bier Für Hanfseile auf eisernen Scheiben oder Eisentrommeln ist u = 0,25, 
auf Holztrommeln im allgemeinen 0.4, auf rauhem Holz 0,5, auf polier- 


ferner | | 
3a arce = 2x und er— 12,34, arca—3.2r und era — 535,48, 


tem Holz 0,33. 


Um zu zeigen, wie rasch P, mit P, wächst, seien noch einige Werte 
der Größe e“* angegeben, bei denen u = 0,4 zugrunde gelegt ist. Es 
gehören zusammen die Werte 


Xa=120° oder arca—=:x und er“ 2,57, 


arca=1.27 und ere = 66114. 


1) Natürlich ist diese Gültigkeit insofern beschränkt, als die abgeleiteten 


Gleichungen nur eine erste Ännäherung an die, Wirklichkeit darstellen. Die 


Reibung ist ein sehr verwickelter Vorgang, der unmöglich mathematisch strenge 
verfolgt werden kann; dazu kommt, daß die Werte des Reibungskoefhizienten # 
auch nur angenähert richtig sind, Über die Reibung bei Riemen- und Seiltrieben 
findet man näheres bei 0. Kammerer, Zeitschrift des Vereins deutscher In- 


 genieure, Bd. 51 (1907), 8. 1085. Zum Studium der Reibung in Lagern bei hoher- 
 Umfangsgeschwindigkeit verweisen wir auf die Abhandlung von O. Lasche in 
den vom Verein deutscher Ingenieure herausgegebenen Mitteilungen über For- 
 schungsarbeiten, Heft 9, Berlin 1903. Vgl. ferner R. Stribeck ebenda Heft 7, 
Berlin 1903. Die neueste mathematische Theorie der Reibung, insbesondere für 


die Reibung eines Zapfens in seinem Lager, Re A.Sommerfeld in der Zeitschrift 
für Mathematik und Physik, Bd. 50 (1904), S. 97—155. Er setzt voraus, daß sich 


zwischen den beiden einander reibenden Flächen ein Schmiermittel befindet und 


benutzt hydrodynamische Betrachtungen. 
2) Vgl. Des Ingenieurs Taschenbuch, herausgegeben vom akademischen. 


Verein „llüten 21. Aufl., Bd. 1, Berlin 1911, 8. 261f£. 
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Bisher war P, > P, vorausgesetzt. Der entgegengesetzte Fall 
P,>P, tritt ein, wenn z.B. eine Last P, mit Hilfe eines über den 
Zylinder gespannten Seiles herabgelassen werden soll. Dann muß 


M  PD>BDBe dh Per>P, 


sein; für die Elöichremhlege ne ist ern B 
‚Überhaupt findet Gleichgewicht statt, so Idtige 


8) Deren 2 A a, 
ist. ER 
40. Über eine > wagrecht Bear runde Welle sei ein Hanfseil gen 
legt, so daß der Winkel & in Fig. 18 gleich 180° ist. Am eimen Ende 
des Seiles hängt eine Last P, von 300 kg. Welche Kraft müßte an dm 
anderen Ende\ziehen, um diese Last in die Höhe zu befördern? Der 
"Reibungskoeffizient u betrage 0,33. | | 


P, = 300 : 097 2300 et A 845, ‚96 kg vo 846 kg. 


Die gesuchte Kraft müßte also größer als 846 kg sein. 
4i. Um dieselbe Welle wird ein Seil gelegt, das die Welle einmal . 
ganz umschlingt und dann noch längs des zu einem Winkel von 90° 
gehörigen Bogens berührt. Wie groß darf die am einen Seilende ange- 
hängte Last P, sein, wenn sie durch eine am anderen Ende wirkende 
Kraft P = > kg im Gleichgewicht Beralien wird? RN 
Hier ist SC 


5: 
arca—:a, P,=e? "= 200,3 kg 200 ke. 


42. Eine Last P, von 2400 kg, die an dem einen Ende des 
um eine eiserne Welle geschlungenen Hanfseiles zieht, soll durch eine 
Kraft P, = 30 kg im Gleichgewicht gehalten werden; wie groß ist dr 
Winkel «, der dem vom Seil umspannten Bogen zugehört? Der en ni 
bungskoefäzient w sei 0,25. Er 

Hier ist 


2400 - — 30 . se 0,25 Ba et 
0ge 

arca = 17,528. 

Die Anzahl der Umwickelungen der Welle beträgt daher 

‚11,528 :2%7 = 2,100, 


also etwas über 22, d.h. man muß das Seil : ganz herum- R 
schlingen und denı nach längs eines Bogens anlegen, bei dem der zur v2 
gehörige Winkel A,0A, etwas mehr wie 3 Rechte beträgt. AN 

43. Wirkt ee prismatischen oder zylindrischen elastischen SR 
Stab, der am einen Ende Boa befestigt ist, am Aula Ende a 
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eine Kraft P ziehend oder drückend, so erfährt er eine Vergrößerung 


bzw. Verkürzung seiner ursprünglichen Länge ! um eiren Betrag 1, und 


zwar ist, wie man empirisch festgestellt hat, diese Längenänderung der 
wirkenden Kraft P und der Länge! proportional, hingegen umgekehrt 
proportional dem Querschnitt q des Stabes. Als Proportionalitätskon- 
stante tritt ein Faktor, der Dehnungskoeffizient « auf, der von dem Stoffe 
des Stabes abhängt und innerhalb gewisser Grenzen (Belastungsgrenzen) 
konstant ist. Man erhält daher | 


«Pl 
@) re 


Hierbei pflegt man die in dieser Formel auftretenden Längen in 


Zentimetern, das Gewicht P in Kilogrammen anzugeben; der Zahlen- 


wert « kann Tafeln entnommen werden. Wenn P ziehend wirkt, ist 


offenbar « das Verlängerungsverhältnis A : 1, das bei einem Stabe von 


1 qem Querschnitt einer Zugkraft von 1 kg entspricht und Dehnung ge- 
nannt wird. Der Quotient P:g aus der Zug- oder Druckkraft P in kg 
und dem Flächeninhalt q des Querschnitts in gem heißt die Spannung 


für einen gem des Querschnitts; wird sie mit 6 bezeichnet, so hat man 


6% 


die Formel für das Gesetz von R. Hooke (gefunden im Jahre 1660, ver- 
öffentlicht 1678): . 


2). = aol, 


das die Proportionalität der Dehnung und Spannung ausspricht. 
In vielen Lehrbüchern der Elastizität und Festigkeit wird nicht der 
Dehnungskoeffizient & eingeführt, sondern: dessen reziproker Wert 


 E=1:«, der Elastizitätsmodul; an Stelle von (1) würde alsdann die 


N N a 


Formel 
gE 


treten. Ist der Stab auf Zug beansprucht, so wird E als diejenige Kraft 
gedeutet, die einen Stab vom Querschnitt g=1 um seine eigene Länge 
ausdehnen würde.! 

Übrigens besteht die Änderung 4 der Länge | des Stabes eigent- 
lich aus zwei Teilen; die Zugkraft P bewirkt nämlich außer der elasti- 
schen Ausdehnung, Ha mit Aufkören der Zugkraft verschwindet, noch 


- eine bleibende Ausdehnung. Diese ist aber innerhalb einer gewissen 


_ Grenze, der sogenannten Blastizitätsgrenze, meist so klein, daß man sie 


a 


1) Über die Gründe, weshalb man statt des Elastizitätsmoduls E besser 


den Dehnungskoefäzienten « einführt, vgl. C. Bach, Elastizität und Festigkeit, 


6. Aufi., Berlin 1911, S. 4—5. Daselbst findet man auch S. 92-97 näheres über 
andere Annahmen, die für den Zusammenhang zwischen Spannung und Dehnung 
gemacht wurden. Vgl. hierzu noch R. Mehmke in der Zeitschrift für Mathe- 
matik und Physik, Bd. 42 (1897), S. 327-338; A. Föppl, Vorlesungen über tech- 


nische Mechanik, 8. Bd., Festigkeitslehre, 3. Aufl, Leipzig 1905, 8. 45—b2. 
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unberfickeichtiße lassen kann. Bei Lederriemen und Hal Kann je- 
doch die bleibende Ausdehnung ziemlich beträchtlich werden.!) 

Es sei nun ein Stab von Z cm Länge und q gem Querschnitt am 
oberen Ende vertikal und unbeweglich aufgehängt; man soll die Verlän- 
‚ gerung bestimmen, die er durch sein eigenes Gewicht und 
eine am unteren Ende wirkende Zugkraft von Pkg erfährt. 

Auf ein vom oberen Ende des Stabes um die Länge 
x entferntes Teilchen m vom Volumen qdz wirkt das Ge- 
wicht des unter diesem Teilchen befindlichen Stabvolumens 

g(I— x) und die Zugkraft P (Fig.20). Ist y dasGewichtder 
Volumeinheit (1 cdm) des Stoffes, aus dem der Stab be- 
steht, in Kilogrammen, so wirkt an dem Teilchen m ins- 
gesamt die Kraft P+ 5599 (1— x) senkrecht nach unten, 
Ei ‚und zwar muß hier yg(?— x) noch durch! 1000 .dividiert 

fig. a0. werden, weil die Längen in cm angegeben werden sollten, 
das Gewicht sich aber auf ein cdın des Stoffes bezieht. Die 
durch diesen Zug entstehende Verlängerung des Teilchens m beträgt 


-(P+0001yal-)}, 00. 


die gesamte Verlängerung des Stabes ist dher ie , 
| a, 


000lyc 
(4) 4-- EN (P + 0001y4 0 )Ja (para), 


q, 
\ A 

und wenn man das Gewicht @=0,001 ygldes ganzen Stabes einführt, folgt 
(5) | Be 6): 


Im Falle P=0 ist I, = — _ ; die Dehnung, die ein vertikal u 


gehängter Stab durch sein eigenes Gewicht @ erfährt, ist daher halb so 
groß wie die Dehnung, die ein am unteren Ende dos gewichtslos ge A 
dachten Stabes angehängtes Gewicht @ hervorbringen würde Eu 
Wirkt am unteren Ende des Stabes keine Zugkraft, sondern ein 
vertikal nach oben gerichteter Druck P, so ist die Längenänderung: 


(6) A=&(26-P), 


eine Verkürzung der Stablänge tritt daher erst für P>: a. iq ein, denn 
erst dann ENG }, negativ. r 
N Näheres über diese „elastische Nachwirkung“ indet man z, B. iv 


S Bach, Elastizität und Keaieheiı, -6. Aufl., Baur 1911, S.89, 8. 98—100, 
8. 1458 | | a 


Lüngenänderung « eines auf Zug akhsaruchten Siaben Al wur Dg 

Die durch eine Zugkraft hervorgerufene Spannung, bei der ein Stab 
vom ursprünglichen Querschnitt 1 gem zerreißt, heißt die Festigkeitszahl 
in bezug auf das Zerreißen oder die Zugfestigkeit des Stoffes, aus dem 
der Stab besteht, sie wird häufig durch K, bezeichnet. Eine ent- 
sprechende Bedeutung hat. die Pestigkeitszahl in bezug auf das Zer- 
drücken, die Druckfestigkeit X. 
Wir wollen nachstehend für einige Stoffe die Zahlen 1:«= EZ, 
K, und‘K in kg/gem angeben'): 


Von den Festigkeitszahlen wohl zu unterscheiden sind die beim 
Hochbau oder Maschinenbau zulässigen Spannungen k, und k bei Zug 
oder Druck. Für die eben erwähnten Stoffe haben diese Spannungen 
bei ruhender Belastung folgende Meinl 
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44. Im Anschluß an das Ergebnis von Aufg. 43 löse man folgende 
Aufgabe: Eine 15 m lange vertikale Stange aus Flußeisen wird durch ihr 
Eigengewicht und eine am unteren Ende angehängte Last von 2000 kg 


u nenne 


ud 5 


Re 1) Vgl. Des Ingenieurs Taschenbuch, herausgegeb. vom akad. Verein „Hütte“, 
#1. Aufl.. Bd. ı, Berlin 1911, S, 518—6518. Die Firma F. Krupp in Essen stellt 
 2inen Nickelstahl her, dessen Zugfestigkeit die von Flußeisen weit übertrifft; bei 
 Schmiedestücken von geringeren Abmessungen konnte sogar eine Zugfestigkeit 
bis zu 219 kg/qmm — 21900 kg/qcm festgestellt werden. Näheres hierüber sowie 
über die Verwendung des Nickelstahls in der Technik und über gewisse Mängel 
desselben findet man bei A. Stodola, Die Kann 4. Aufl, Berlin 1910, 
8. 275278. 
..0...%) Vgl. Des Ingenieurs Taschenbuch, herausgegeb. vom akad. Verein „Hütte‘‘, 
21. Aufl., Bd. 1, Berlin 1911, 8. 523—526. 
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auf Zug beansprucht. Wie groß muß der kreisförmige Querschnitt der 

Stange sein, wenn die höchste zulässige Spannung k, = 1000kg/gem 

beträgt und welche Verlängerung A erfährt die Stange durch ihr Eigen- 

gewicht und die angehängte Last? Das Gewicht der Volumeinheit Bien) N 
. ist 7,8 kg/edm, der Dehnungskoeffizient «= 1: E=1:215000. 


Den ut g findet man nach 8.27 mit Hilfe der Gleichung a 


1500g 1,8). 
k,— 1000 — (2000 + - ):q | 
wobei in der Klammer der erste Summand das Gewicht der angehängten 
Last, der zweite Summand das Eigengewicht der Stange darstellt. vs nn, 
Andet q = 2,02 gem. ER 
Die Verlängerung wird nach (5): | 
1500 1500 - 2,02 - 7,8 


Am 208. 8160000 (2000 = eo = 


45. Es seien 5, und b, die in Millimetern a Barometer- 
stände an zwei Gen A ‚sich nahezu auf einer und.derselben Veri- 
kalen in den Höhen 2, bzw. 2, >z, über dem Niveau des Meeres be- 
finden. Man soll zeigen, daß alsdann der Höhenunterschied ,— 2, dr 
beiden Orte in Metern angenähert durch die Formel 


2, — 2, = 18400 log z Meter 


dargestellt werden kann. 


Hierbei ist angenommen, daß die Luftsäule, die sich vom einen 
zum anderen Ort erstreckt, eine gleichmäßige Pemperatur von 0° hat x 
und vollkommen trocken ist; die Änderung der Beschleunigung der 
Schwere mit der Höhe ist nicht berücksichtigt. Für die Änderung ds 
Gewichts der Volumeinheit Luft mit der Höhe, also mit dem auf 
ihr lastenden Druck ist das Mariotte-Gay-Lussacsche Gesetz zugrunde nah 
gelegt, nach dem bei konstanter Temperatur der Druck, den ein Gas 
ausübt, in umgekehrtem Verhältnis zu seinem Volumen, also in geradem | 
Verhältnis zu seinem spezifischen Gewicht oder dem Gewicht einer Vo- 

- Iumeinheit des Gases steht (vgl. Teil], 8. 34). 


Es sei p der Druck in kg, den die Luft in der Höhe z Meter über 
dem Niveau des Meeres auf ein etwa wagrechtes Flächenstück vnlqam 
Inhalt ausübt; » -+ dp sei die entsprechende Größe in der Höbe 2 +de. x K 
Der Druck f-p den die Luft in der geringeren Höhe # auf ein solches 
Plächenstück vom Inhalt f qm ausübt, ist alsdann größer als der auf 
eins gleich große Fläche in der Höhe z + ds wirkende Druck, undzwar 

ist der Unterschied offenbar gleich dem Gewicht der kleinen Luftsäule 
von der Höhe dz, die sich zwischen den beiden Flächen befindet. Is n 
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N S Barometrische Höhenmessung. | | al 


y das Gewicht der Volumeinheit (1 ebm) Luft in der Höhe 2, 80 


rd also 

| fp=flo+dp) + fy.dz 
oder Sr i A, | 
(i) | | dp = — yda. 


Ist nun y, das Gewicht der Volumeinheit Luft unter dem Druck 9,, 
so besteht bei Voraussetzung gleicher Temperatur, nach dem Gesetz 
von Boyle, Mariotte und Gay-Lussac die Beziehung 2:9, = Y:Yy, 
aus der y=299,:%», folgt, und durch Substitution in a ergibt sich. 


Se | de Al oder Sar--r Ps =, 


wo p, und p, die Luftdrueke in den Höhen 2, und 2, nes Sofolgte 


ne 3— 4 = —- (ng, —Inp)=-in®. 
Y #0 Er) Ps 
Da der Luftdruck dem Barometerstand proportional ist, kann der 


Quotient p,.:p, dureh 5, : b, ersetzt werden. Will man ferner statt der 
Ro uichen gewöhnliche Leserithmen einführen, so ist die Beziehung 


log % % _ Mind z_ 7zu benutzen, in der M den Modul 0,43429 der ge- 
wöhnichen Logarithmen bedeutet (vgl. Teill, 8.81), man hat daher. 
In . durch — 1 logge zu ersetzen, und bier it 1:M = 2 ‚»0258. Die 


peter von 9, und Y sind für trockene Luft. und bei einer Tempe- 
ratur von 0°0:9,— 10333 kg/qm, y,— 1,293 kg/cbm (vgl. Teill, 8.34); 
mit ihnen findet man pg: My, rund. gleich 18400, daher 


an, 2 — 2, = 18400 log; Meter. 


Eine weit verwiokeltere Formel erhält man bei Berücksichtigung 
des Einflusses der Temperatur, der Feuchtigkeit der Luft, der Änderung 
| der Schwere mit der Höhe und geographischen Breite; wir verweisen 
‚in dieser Hinsicht auf die ausführlicheren Lehrbücher der Phyeik und 


hr h Geodäsie, 3) 


Mit der soeben abgeleiteten Formel (4) kann man angenähert. die 
‚sogenannte Höhenstufe berechnen, d. i. die in Metern ausgedrückte Höhe, 


a — — 


1) Vgl. z.B. F. Kohlrausch, Lehrbuch der praktischen Physik, 11. Audr, 
Leipzig 1910, 8. 140—142; F. Auerbach im Handbuch der Physik, hregg. von 
A. Winkelmann, 2 2. Aufl, Bd. 1, Leipzig 1908, 8. 103f.; H. Hohenner, Geo- 
 däsie, Leipzig und Berlin. 1910, 3. 262 —271; 8. Günther, Bee der Beo- 
ER, physik, Bd. 2 2, Stuttgart 1899, 8. 60—64. 
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um die man steigen muß, wenn der Barometerstend um 1 mm huhu soll. N 
Zu ihrer Berechnung möge ein mittlerer Barometerstand b, — 760 mman- 
genommen werden; b, ist alsdann 759 mm. Man findet 2, - 106m 
Dies ist freilich nur ein mittlerer Wert;. in Wirklichkeit ist die Höhen- cl 
stufe nicht nur von der Höhe abhängig, in der man sich befindet, son 
dern auch von der Temperatur; zwischen 760 und 600 mm Baron Ba 
stand und bei dem Temperaturintervall von — 15° bis + 30°C sind NR 
g. B 10,0 m und 14,7 ın extreme Betröge der Höhenstufe‘!) N 

46. Man bestimme den am Endpunkt einer elektrischen Leitung 
von im Länge und bei einem Querschnitt des Leitungsdrahtes von BR 
q gmm vorhandenen Spannungsverlust e in Volt, wenn eine längs dr 
ganzen Leitung gleichmäßig verteilte Stromabnahme stattfindet undde 
Stromstärke am Anfangspunkte der Leitung J Ampere beträgt. Hierbei 
“ zu beachten, daß der Widerstand des Leitungsdrahtes in Ohm gleich 


= ist, wo Z die Länge des Drahtes in Metern, c den spezifischen Lei- 


tungswiderstand des Materials bezeichnet, aus dem der Draht besteht R 
(vgl. Teil I, Fußnote zu $. 147). Sr Y | 
Die Stromstärke 7 in der Entfernung A vom Anfangspunkte der 
Sekang ergibt sich aus der Proportion Ä 


i:J-l—a:l; 


nach dem Olsnschen Gesetz ist daher 


ı 


een dar vor | er 
frag fo-nanzt 


0. 0 


47. In einem feststehenden Gefäß von der Gestalt eines vertikalen 
geraden Kreiszylinders (Radius «) befindet sich eine mit konstanter 
Winkelgeschwindigkeit & um die Achse des Zylinders rotierende 
Flüssigkeit. Welche Gestalt nimmt ihre Oberfläche DL 
oberfläche, Niveaufläche) in Folge der Rotation an? SR 


Man wähle die Achse des Zylinders als z- Achse eines ech 
ligen räumlichen Koordinatensystems, deren positive Richtung sich ver- 
tikal nach oben erstreckt; der Koordinatenanfang sei der Schnittpunkt 
der z-Achse mit der Basis des Zylinders, in der also auch die x- und 
Y-Achse gelegen sind. Es genügt alsdann den Vorgang in einer be- 
liebigen durch die 2-Achse gelegten Ebene weiter zu. verfolgen, denn 
in jeder solchen Ebene ist der Bewegungsvorgang der gleiche. Auf ein 
Flüssigkeitsteilchen (einen materiellen Punkt) Q von der ‚Masee : Mm, das 


+) In dem vorerwähnten Buche von Hohenner enshält 8.266 eine. gra 
phische Darstellung, aus der man die zu bestimmten Au and Temporabuscg 
gehörigen Höhenstufen sehr bequem ablesen kann. IE 


a ee N RN ha 3 PS a A BERZAT 3 aa ia an a3 a a BER ER HN 
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von der Achse um die Strecke NO =r entfernt ist (Fig. 21), wirkt die 


‚schleunigung der Schwere), ferner in 


_ Tangente von Pfallenden Komponenten 


gente PT mit der durch P geleg- 


Schwerkraft mg in der negativen Richtung der 3-Achse (g ist die Be- 


der Richtung N®@ die Zentrifugalkraft 
K. Hat das Teilchen © die Geschwin- 
SE, v=r@, so ist bekanntlich | 


K=-"-— mo?! r. Entsprechendes gilt | 


für ein an der Oberfläche liegendes Teil- 
chen P. Damit Gleichgewicht vorhan- 
den sei, muß die Summe der auf die 


der auf P wirkenden Kräfte verschwin- 
den. Ist « der Winkel, den die Tan- 


ten Horizontalen PH bildet, so sind Re 
 mo°rcosa und — ing sin« die genannten Komponenten, die die Glei- 

chung 

Ä ; 3 
er) mo’rcaa— mgsin«e=0 ode tga= nr = ne 
erfüllen müssen. Hieraus folgt 
o? a®r? 
(2) ” w T rdı == 29 
Ist für r = 0 die Koordinate z — u=0 8: so folgt c = 2, und 

(3) ed ee . , 

und bei Einführung von r?= 2? + y? erhält man 
ER ot? + 

(4) | a er ch, 


die Gleichung eines Rotationsparaboloids, das durch Drehung der in der 
2 m? 2 
‚x2-Ebene gelegenen Parabel z— 2,= ° um die z-Achse entsteht. 


29 
Macht die Flüssigkeit in der Sekunde » Umläufe um die Achse, so 
ist hierbei = 2nx. An der Where des Gefüßes steigt die Flüssigkeit 


bis zur Höhe | ' 
DD Kuren. 


29° 


’ 


Bei Aufg 8 in 8 18 wird gezeigt werden, daß zwischen der Höhe A, 


bis zu der die Flüssigkeit das Gefäß füllt, wenn keine Rotation vor- 
handen ist, und den bei der Rotation auftretenden Größen 2, und 2, die 
einfache Bezichung stattfindet 


RO heti@tn). 
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Setzt man dies als bewiesen voraus, so folgt aus (5) und. (6) für ' 


die Winkelgeschwindigkeit, mit der die Flüssigkeit rotieren muß, ‚damit. 
sie bis zur Höhe 2, ansteigt, der Ausdruck 


(9) a- 2 Voa—h). 


dus (6) folgt außerdem, daß der ursprünglich wagrechte Spiegel Be. 


Fi 


Flüssigkeit infolge der Rotation in der Mitte um a; sinkt wie er 


an der Wand des Gefäßes steigt. h) 


48. Welche Gleichgewichtsoberfläche (N iveaufläche) bildet der. 


Wasserspiegel in der Schaufel eines sich um eine wagrechte Achse dre- 
henden oberschlächtigen Wasserrades? 


Es genügt, den Vorgang in der vertikalen Ebene (zy- Ebene)‘ zu 


betrachten, die durch ein Wasserteilchen P rechtwinklig zur Radachbse 


aY (z-Achse) gelegt wird; dabei -erstrecke sich die 
| positive Richtung der y- Achse vertikalnach oben. 


Auf ein solches Teilchen ? von der Masse 
m, das sich an der Oberfläche des eine beliebige 
Radzelle füllenden Wassers im Abstand r von 
der Achse des Rades befindet, wirkt die Zentri- 


nungsweise wie in Aufg. 47). Auch jetzt muB 
wieder die Summe der auf die Tangente von P 


den. Bildet die positive Richtung der x-Achse 
mit dieser Tangente den Winkel «&, mit dem 
Radiusvektor r von P den Winkel ®, so sind 


Fig. 22. 


fugalkraft mo?r und die Schwere mg (Bezeich- 


fallenden Komponenten dieser Kräfte verschwin- 


mo”rcos(e — 9) und —mgsin« die genannten Komponenten (Fig.22), 


wobei cs®=z:r, sisn#=y:r-ist. Man erhält daher 


mel 9): gsin«=Ü0 oder or (- cosa+ Zsin«)— —gsina=(, 


und wenn tg « 5 eingeführt wird, folgt 


ar (dx + ydy) — gday= 0 
also 


fl dr -/@ — oty)dy oder oa + y)—2gy+e, 


wo ce die Üitegrationskonstante bedeutet. Da die letzte Gleichung einen 


in der AS -Ebene liegenden Kreis darstellt, dessen Mittelpunkt die Koor- 


1) Kennt man den Betrag, um den die Mitte des Briegela der Wlissigkeik Fre 
infolge. der Rötation sinkt, so läßt sich daher die Winkelgeschwindigkeit » leicht 
bestimmen. Auf dieser Tatsache beruht der von OÖ. Braun konstruierte Messer ir 
Umärehungsgeschwindigkeiten. Vgl. O. Braun, Zeitschrift des Vereins deuischer 
Ingenieure, Bd. 37 (1893), S. 593 und C. Fehlert, ebenda, Bd. 88 Beaan 3. arb. 
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\ 


dinaten x, = 0,y,=9:° hat, sind die Niveauflächen in den einzelnen 


Zellen Teile von BORN n0R Kreiszylindern, deren gemeinsame Achse 
im Abstand g: @® oberhalb der Drehachse des Wasserrades und int 


zu dieser gelegen ist. 


Macht das Rad in der Minute » Umdrehungen, so ist © = an 
und y,=9:o° wird 60°:9:(2nx)?, wofür man abgerundet () setzen 


kann, denn g= 9,81 und x?= 9,37 sind rahezu einander gleich. Bei 
einem Rad, das in der Minute 10 Umdrehungen macht, würde also die 
gemeinsame Achse der Zylinderflächen etwa 9 Meter über der Radachse 
liegen. 


49. Auf einen an zwei Stellen A und B horizontal gelagerten pris- 


matischen oder zylindrischen Balken (Träger) von der Länge ! wirken 
"verschiedene Kräfte (Belastungen) P,, P,, P,,.. ., die sämtlich senk- 


recht nach unten gerichtet sind und in einer durch die Schwerpunkts- 


als x-Achse eines Koordinatensysteras und p p 


achse des Balkens gehenden vertikalen Ebene liegen mögen; diese sei 
zugleich eine Symmetrieebene des Balkens. Wir. denken uns die An- 


griffspunkte der Kräfte in der Schwerpunktsachse gelegen, wählen. diese 


B 
Behr . ! EE "2 3 
den links gelegenen Endpunkt dieser Achse | 
als Koordinatenanfang; 7, X, X, . - seien 
die Abszissen der Angriffspunkte von P,, P,, a Be, 


Fig. 23. 


P,,.... Ferner seien A und B die Lager- 
reaktionen, die an den Stellen 4 und B (mit den Abszissen @,und 5) 
durch P,, P,, P,,... hervorgerufen werden; sie sind als Kräfte anzu- 


sehen, die in A und B vertikal nach oben wirken (Fig. 23). 


Die Kräfte P,, P,, P,,-.. haben das Bestreben jeden zur Schwer- 


punktsachse des Balkens rechtwinkligen Querschnitt Q um eine in diesem 


liegende Achse (Biegungsachse) zu drehen, die wagrecht durch den 


Schwerpunkt von Q@ geht. Der Schnittpunkt dieses Querschnitts mit 


der Schwerpunktsachse habe die Ahszisse x. Man versteht alsdann unter 
dem Biegungsmoment M oder M., des Querschnitts Q die algebraische Summe 
der statischen Momente (Drehmomente) der links von Q gelegenen Kräfte 
und Lagerreaktionen in bezug auf den Schnittpunkt der Balkenachse 


mit der Ebene des Querschnittse ©. Dabei werden diese Drehmomente 


je positiv gerechnet, weun sie rechtsdrehend (im Sinn der Bewegung des 


een) wirken. 
' In dem durch nebenstehende Figur dargestellten Fall ist z. B.: 


a M--Pa 2)4A@lo)- Pen). 


Für dh am Ende B befindlichen Querschnitt ergibt sich 


.W.M-- Pd Ey All — a) — B(Ü— 2%) —- Pl — 2%)- 
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Dieser Ausdruck verschwindet, wenn eich der Balken unter Ein | 
wirkung der Kräfte P,, P,, P, im GISEnBeN un befindet; in 2 Verbin- & 
dung mit | | Res 
2) AHB-B+B+B R 


kam diese Tatssche zur Bestimmung der Lagerreaktionen A, B dienen 
Hierbei ist noch zu bemerken, daB bei den vorstehenden eich 
von der Biegung, die der. Balken infolge seiner Belastungen erfährt, ab- 
gesehen wurde. Die Kräfte P,, P,, P,,... pflegt man in kg auszu- u 
drücken, die Abszissen ihrer Anstiypuukle in cm; die Biegungsmo- x 
mente ergeben sich dann in kgem. 


Unter der Querkraft, Schubkraft oder a V, u 
auf den zur Abszisse x gehörigen Querschnitt % versteht man die alge- 
braische Summe aller links von Q wirkenden Kräfte und Lagerreaktionen; | 
diese werden positiv oder negativ in Rechnung gebracht, je nachdem 
sie vertikal aufwärts oder abwärts wirken. | 


In dem vorhin betrachteten Beispiel ist 


0) ae ee 


ee 


Während bisher angenommen wurde, daß der Balken nur an em- 
zelnen ee wirkenden Kräften oder Belastungen unterworfen sei, soll 
nun der Fall betrachtet werden, wo sich die 
FR . Belastung kontinuierlich über den ganzen 
„ Balken oder einen Teil desselben erstreckt. 
[st die Belastung q an der Stelle x = & eine 
Funktion n = g(&), so ist die Belastung 
eines Balkenelements von der Länge d& gleich g(&)d£, und die dem nr 
Querschnitt © (Fig. 24) Querkraft wird: $ 


SIT 


n 24. 


Om hr 4 jaoa, 


wobei die Integrationsgrenzen x, und x dem Anfangs- nd Kodpunkti | 
desjenigen links von © gelegenen Teiles der x- Achse zugehören, längs 
dessen sich die kontinuierliche Belastung erstreckt. u nennt 7 = =g(E) 
die Gleichung der Belastungskurve. Ic 

Für das Biegungsmoment M,, des Gnersehnitte, Q I. Ni Be 


Bi M,- Au) fie- Hua 


und wenn zu der Kontkatiärlichen Belastung noch insel p 
P,, P,,... hinzutreten, sind in den rechten Seiten der Gleichungen & 
und (5) solche Glieder beizufügen, wie in (8) und iu) durch Au ; P ‚ver- 
anlaßt werden. u 


EEE BRUT RERNTNSR SEN NIEREN En BIN, Le 
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Biegungsmoment und uerkrait eines Ballet Halkena 37 


ws Anschluß au die vorstehenden Ausführungen soll nun die Auf 
gabe gelöst werden: 

Ein Balken RS von der Länge, Ü sei an zwei Stellen A und B, 
denen die Abszissen — ua bzw. &—= b zugehören, wagrecht gelagert 
und in seiner ganzen Längenausdehnung gleichförmig belastet, so daß 


auf je einen cm Länge g kg Belastung 
kommen. Man bestimme die Querkräfte, es 
_ die einem zwischen Rund A oder zwischen 
A und B oder zwischen B und $ gelegenen 
Querschnitt zugehören, ferner das Biegungsmoment für jeden dieser Quer- 
 schnitte und die Lagerreaktionen der Stellen A und B. 
| Hier ist q eine "Konstante, die Belastungskurve also eine Parallele 
zur x-Achse (Fig. 25). 
| Bezeichnet x die dem Querschnitt 0 zugehörige Abszisse, so er- 
geben sich folgende Gleichungen: 
Für 


Fig. 25. 


0<a<a ist ne M ‚„--[@ ar Eadt = — 1ga}; 
0 
für i 
a<a<b it y-A-qgn, M,-Aa@-0)—[(e- Hadk 
N 0 


= Al — a) — 442°; 
für 


Beeelihl- A+B— ge, M,= = Ale 0) Bla) ige 


Zur Bestimmung von A and B benutzt man die Tatsache, daB das 

für einen Endpunkt des Balkens berechnete Biegungsmement ver- 
schwinden und die Summe A -+ B der Lagerreaktionen gleich der Ge- 
samtbelastung sein ınuß. Man erhält hiernach die beiden. Gleichungen: 


M,= "ALT a)+ Bl) 3 gd®=0O und ArB=gl, 


woraus 


1 qU(@b —) 


an Lad 2a) | 
? 


2 b—a 

- hervorgeht. Haben die Stellen ea und x = von den Enden der 
 Balkenachse gleichen Abstand (db — !— a), so werden aus ne der 
Symmetrie A und B einander gleich und natürlich gleich gl. 

Zur Bestimmung der Größenverhältnisse eines Halkans der eine 
gewisse Belastung tragen soll, ist die Kenntnis des absolut größten Bie- 
gungsmomentes, das bei dieser Belastung vorkommt, von Wichtigkeit; 
der zugehörige Querschnitt pflegt der gefährliche Querschnitt genannt zu 
werden. Hier kommen natürlich bei den einzeinen Intervallen, die an 
dem Balken mit Rücksicht auf die Stellen «= a, x = b der Lagerreak- 


RR TIER RT TRIERER RER URN 
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tionen A, B, die Anfangs- und Endabszisse der Belastungskurve „= ge) 
und etwaige Einzelbelastungen zu unterscheiden sind, außer den gewöhn- 
lichen Maxima auch Grenzmaxima in Betracht rel Teil LS. 151£.). | 
So ist in dem eben behandelten Beispiel M, — — 40° das größte 
Biegungsmoment, das im ersten Intervall vorkommt, die zugehörige 
Abszisse &—= a entspricht der oberen Grenze des Intervalle, In dem 
‚zweiten Intervall kommt außer der Grenze x = b die Stelle in Betracht, 


| für ee verschwindet, offenbar ist für sex = A:q. Man erhält 


dx 
für =b | M,= — tg(1— b)%, 
. : AA— 2ag) _ _ı@ab — HRb—T— 2a) — 2a) 
für = A:qg M= E ea 
Die Stelle mit dem absolut größten Biegungsmoment ist also ent- 
weder an einem der beiden Lager, auf denen der Balken ruht, oder an. 
der Stelex= 4:g. 
In dem. schon vorhin betrachteten besonderen Fall b = T. u wird 


“ ER 
M,= M,=- — ga}, M,=- a 


mit der zu M, gehörigen Abzzisseex= A:rg= Hl. 


50. Die entsprechende Aufgabe für den Fall zu lösen, wo die be 
den Enden des Balkens von der Länge! gelagert sind und die Belastung 


| eines Balkenquerschnitts dessen Abstand 
k ee, vom mittelsten Querschnitt proportio- 
FF 777 5 nal ist. 


1 

Fig. 36. Für das Intervall O<=<+$1 wird 

hier die Belastung durch‘ die Funktion 

q(E)= a dargestellt, für das Intervall ZI<x2< durch die Funk- 
tion ye- et En, ; dabei ist % die an den Enden des Balkens statt- | 
findende Belang ig. 26). / . nr 

In dem ersten Intervall ist | | - 

M,= Az fe an dt 

‚oder E=0 | 

M,- 40-4 [ie 2a + 2)a = An 4 (I 2) 


Die Lagerreaktionen A und B sind hier offenbar gleich groß, und 
da ihre Summe gleich 4 kl ist, folgt A= B=1kl, so daß man im. e 
ersten Intervall für das Biegungemanien den Ausdruck 


M,-: ‚ei (dat — 61% + 3) 
erhält. ) er 


ty Zu 


gelegt als der innere, um den infolge’ der 


Re en durch 


Räder der Eisenbahnwagen auf die äußere 


EN ne: a" a Fe Te a Rh BR a a FE EVENT EI  BRENT CNS: 
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Im zweiten Intervall (31 <x<<I) erhält man 


= 


M,= 11-40 [e-0% Ba - WHY: @e- ya 


e 
.$=0 


I 


ar 


oder 
M,= An ;; kl(6x — Dane Di 


und bei Einführung von A = +kl folgt 


M,= Zk— ,7(22—D8. 

! Bet größte Bee gaaumen: ergibt sich für = +!, sein Betrag 
ist M, = Lk, 
Bezäglich weiterer hierher gehöriger Aufgaben, insbesondere auch 

zur ‚Behandlung des Falles, daß ein wagrechter irgendwie belasteter 
Träger am einen oder an beiden Enden eingemauert ist, verweisen wir 
auf die Lehrbücher der Statik und Festigkeitslehre, denn die Bestimmung 
der bei diesen Aufgaben vorkommenden Integrale bietet kaum Schwierig- 


keiten. Auch hinsichtlich der graphischen Lösung von Aufgaben der 
eben behandelten Art müssen wir auf die 


betreffenden Lehrbücher verweisen. 
51. Wenn der Schienenweg einer Fisen- 

bahn eine Kurve beschreibt, wird der äußere 
Sehienenstrang längs dieser Kurve höher 


Zentrifugalkraft en Druck der 


Schiene und die Gefahr der Entgleisung 
möglichst zu vermeiden. Ist @ das Ge- 
wicht eines Wagens, v seine Geschwindig- 
keit ın m/sek., eg die Länge ‚des Krüm- 
mungsradius in we m = (:g die Masse 


Fig. 27. 


des Wagens (g = 9,8 m/sek? die Beschleunigung der Schwere), so ist die 


Zentrifugaikraft K, wie in den Elementen der Mechanik gezeigt wird, 


Es sei nun h die Überhöhung BI des äußeren Schienenstranges in 
Metern, « der durch die Überhöhung entstehende Neigungswinkel gegen 


_ die Horizontale AB (Fig. 27). Faßt man alsdann Q und X als Kräfte 


auf, die im Schwerpunkt S des Risenbahnwagens angreifen, so muß die 


_ Resultierende SR dieser beiden Kräfte rechtwinklig zu der Geraden AH 


Aa ange allgemeine Regeln. Integration der Potens, 


sein, wenn durch die Überhöhung BH der Druck gegen ‚die, äußere 3 
Schiene aufgehoben werden soll. Man hat also | 


(1) | ge 


Ferner ist sina—h:s, wo s= AH den Abstand der Symmetrielinien 
der Querprofile der beiden Schienen bezeichnet. Da « jedenfalls ein 


kleiner Winkel ist, kann man tg« in (1) durch sina ersetzen, wo- 


durch sich : 
@ hun, 


ergibt. Diese Formel gibt allerdings etwas zu große Überhöhungen, 
denn bei ihrer Ableitung wurden die Achsen des Wagens als frei be- 
weglich angenommen, und diese Annahme entspricht nicht der Wirk- 
lichkeit. Man pflegt bei den preußischen Bahnen die Gleichung (2) durch 
die empirisch erhaltene es 


(3) h- 4 oder (Man m 
zu ersetzen, wo V die größte bei der betreffenden Krümmung zulässige. 
Geschwindigkeit ; in km/Stunde, e. die Länge des Krümmungsradius i in 
Metern bedeutet; ist die Zahl A nicht durch 5 teilbar, so wird sie auf 
die nächste Zahl, mit der Enndziffer 0 oder 5 abgerundet. 5 Ir 
Übrigens muß bei allen Krümmungen noch die Spurweite ver- 
größert werden, doch gehen wir hierauf nicht ein. | 
Sollnun ein geradlinig verlaufendes Schienengleis in ein nach a 
Kreisbogen vom Radius R gekrimmtes Gleis übergeführt werden, so 
kann natürlich die bei der äußeren gekrümmten Schiene erfordeg: 


liche Überhöhung nicht unmittelbar angebracht werden, vielmehr muß er 
man zwischen Gerade und Kreis einen Übergangsbogen einschalten. Länge 
desselben nimmt der Krümmungsradius von g— oo beginnend ab bs 


zum Betrage go R, die Überhöhung wächst vnh=0 bs A=H 
Die Überhöhung des äußeren Schienenstranges soll bei Hauptbahnen, 
wenn irgend möglich, auf nicht weniger als das 600-fache ihres Betrages 
auslaufen; die Steigung der Überhöhungsrampe ist alsdann höchstens 
1:600, die Länge der Rampe beträgt wenigstens 600 H. Setzt man 

allgemeiner die Steigung der Rampe gleich 


l:n, so ist ihre Länge = n.H, . 
ar Wahl men nun diejenige Stelle A des 
Übergangsbogens, an der die geradlinig ver-- 


laufende Schiene in diesen Bogen übergeht, als a 


Nullpunkt eines rechtwinkligen Koordinaten ° 


systems, die zugehörige Tangente als x- Achse, so kann die von A bis m 
irgend einem Punkte S dieses Bogens gerechnete Bogenlänge angenähert 


durch die Abszisse OM=:z des Punktes $ ersetzt werden es 2. 


kart bei Eisennähneh: i | Al 


a denn. die Kurve 48 ist in Wirklichkeit nur schwach gekrümmt. Ist h, | 
die in S notwendige Überhöhung der äußeren Schiene, so hat man also 
© bei ‚hinreichender Genauigkeit die Gleichung | 
; 1 h H 
a) | nei 
In diese Gleichung wird nun der der Stelle $ des Übergangsbogens 


zugehörige Krümmungsradius g aus (2) oder (3) eingeführt, und wenn 
man hierbei die Größe sv?n:g bzw. 3 Vn gleich P setzt, folgt 


a p 
Koys | ke er En 


Bei Anwendung der Formel für die Länge des Ertl nungeradiis 
el Teil I, S. 153) | 


ary n% 

ET 

kann im vorliegenden Falle die Ableitung y’ gleich Null gesetzt werden, 

denn y’ ist gleich der trigonometrischen Tangente des Winkels «, den 
_ die geometrische Tangente des zugehörigen Punktes des Übergangs- 

bogens mit der positiven Richtung der ©-Achse einschließt, und dieser 

- Winkel ist jetzt jedenfalls klein. Aus (5) folgt alsdann 


(6) | „Pa=z. 


e "Aus dieser Boishune leite man nunmehr durch zweı einander fol- 
gende Integrationen die Gleichung der Übergangskurve ab. 
5; Man erhält zunächst 


2 ay_ = 
u dm ap. 


und da für &= 0 auch a“ = () ist, wird c, = 0, also 
x 


5 3,” } ay __ a” 
dz 3P 


- woraus durch eine zweite De 


j NG 6P + 04 

; hervorgeht. Die Integrationskonstante 6, ist wieder Null, danz=0 
und 4=0 sind zusammengehörige Werte. Die Übergangskurve ist. s0- 
mit die kubische Parabel | 


20 $ 1. Einige allgemeine Regeln. Integration der Potenz. | 
wofür mit Rücksicht auf P=IR auch 


| a 
(Ta) | y-ım 
gesetzt werden kann. 

Der Kreisbogen, in den diese Kurve überleiten soll, kann natürlich 
nicht an einem Punkt.der Tangente A.M beginnen. Soll der Anschluß 
an ıhn in A, ‘erreicht werden nd hat also dieser Punkt die: Abszpr2 

AM, =!, so wird seine Ordinate y =?:6P=1:6R.N) 

| Es sei noch erwähnt, daß das durchschnittlich empfehlenswerte 
Minimum der Länge des Krümmungsradius bei Hauptbahnen auf freier 
Strecke 300 m beträgt, bei Nebenbahnen 250 m; das äußerste Minimum 
ist für beide Fälle 180 m, falls in die Nebenbahnen auch Fahrzeuge 
aus den Hauptbahnen übergeben. Was die Größe “ betrifft, so ist 
z.B. für V = 9% km, rn = 800: | 


P=1Yn = 36000. 


Die Überhöhung wird nicht vorgenommen, wenn bei Hauptbahnen 
der Krümmungsradius größer als 3 km, bei Nebenbahnen größer als 
2 km ist. 

52. Ein geradliniger Schienenstrang „soll durch einen Übergangs- 
bogen AA, von der Gestalt einer kubischen Parabel in einen kreis 
förmig Terlanfeuden Schienenstrang übergeführt.werden. Die Stelle A,, 
an der die. kubische Parabel in den Kreis übergeht, habe bei dem in 
Fig. 28 zu Grunde gelegten Koordinatensystem die Abszisse =-/-60m; 
der Radius des Kreises betrage A — 500 m, die größte Fahrgeschwindig- 
keit der Eisenbahnzüge sei V= 80 km Stnlnde. Man bestimme die Über- 


höhung der äußeren Schiene an der Stelle 4,, die Steigung 1:n der 


Überhöhungsrampe und die Ordinate des Übergangsbogens für die Stellen 
mit den Abszissen <= +1, 2=*!und ı I. | 
Man findet für die Überhöhnny an der Stelle A, ach (3), 3. 40 den 
Betrag H = 80: (2 - 500) = 0,08 m = 80 num; ferner wird ie: 


} l:n=H:!=1:750. 
Die Gleichung der Übergangskurve wird nach (7a): 


x® 
y— 750000 


1) Näheres über die Anlage des Übergangsbogens findet man z.B. bei H. 


Wegele, Eiseubahnbau, Kapitel 4, 3. 292-296 vom Lehrbuch des Tiefbaues, 
berausgegeb. von K. Esselborn, Leipzig 1904; vgl. ferner H. Hohenner, Geo- 


däsie, Leipzig und Berlin 1910, 3. 223—226, sowie „Des Ingenieurs Taschenbuch“, 


herausgegeb. vom akad. Verein „Hütte“, 21. Aufl., 3. Bd., Berlin 1911,°8. 796-798, $: 
endlich die für die Preußisch-Hessischen Bisenbahnen gültigen „Vorschriften für die gs 
Herstellung, Unterhaltung und ran des Oberbaues“, Ausgabe 1909, Brom- a 


berg 1909. 
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für x — 47-15 wird daher y = 0,019 m; ferner gehören zusammen 


die Werte = 41=30m und y=0,1l5m, sowie 2=1=60m und 


y=12m. 


53. Schon in Teil I, S. 34 wurde das Mariotte-Gay-Lussacsche 
Gesetz erwähnt, das eine Beziehung zwischen dem Druck, dem Volumen 
und der Temperatur eines idealen Gases aussprieht. Ist v das Volumen 
seiner Gewichtseinheit, eines kg, in cbm, p der in kg anzugebende Druck, 
den das Gas auf die Flächeneinheit (1 qm) der Wandung des Gefäßes 
ausübt, in dem sich das Gas befindet, und ist 7’ seine vom absoluten 


N ullpunkt (— 273° C) an gerechnete Temperatur, so findet das genannte 


Gesetz seinen Ausdruck in der Formel 


.4) ” pv=RT, 


wo R eine dem betr offenden Gas eigentümliche Konstante, sie Gaskon- 


'stante, bedeutet. 


Auch wurde bereits a. a. O. näher ausgeführt, daß die einem Körper 
zugeführte Wärmemenge d® zum Teil eine Änderung dU der inneren 


Energie des Körpers (Änderung der Temperatur und der Kohäsion der 
‘ Moleküle) zur Folge hat, zum Teil zur Leistung äußerer Arbeit dl 


(z.B. Überwindung eines Druckes) dient; bezogen auf die Gewichtsein- 
heit des Körpers ist 


(2) | dQ=,(dU+dL). 


Hier bezeichnet W das mechanische Äquivalent der Wärmeeinheit, | 


einer Kilogrammkalorie (vgl. 8.5), d.h. W ist die in Kilogrammetern 


gemessene Arbeit, die geleistet wird, wenn man ein Kilogramm Wasser 


von 143°C auf {5100 erwärmt. Wie schon auf 8. 6 bemerkt wurde, 
ist W = 427 kgm. Bei Einführung von 1:W=4=1:427 erhält 


man aus (2): 
IE) An dl), 


und diese Formel ist nun der mathematische Ausdruck für den PR 
ersten Hauptsatz der mechanischen Wärmetheorie. 


Die den Gleichungen (2) und (3) zu Grunde liegende Einheit dr 


| enenienge, ist die Kilogrammkalorie; sollen die Ergebnisse dieser 
gi Gleichungen in Kilogrammetern ausgedrückt werden, so sind sie zu 


schreiben in der Form 


(38)  WdQ=-dU+dL. 


Besteht die äußere Arbeit darin, daß unter einem Druck p eine Vo- 


lumänderung dv hervorgebracht wird, so kann man bei den idealen Rn 
die N enz (3) durch 


re  dQ=c,dT+ Apdv 


NEBEN SEEN 
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* 


‘oder durch ni | \ | 
(4a) dQ = - (c,vap Re „pdv) 
ersetzen, wo = A > z die spezifische wa bei konstantem Volumen, 4 R 


e die spezifische Wärme bei konstantem Druck bedeutet (vgl. Teil Le h 
S. 35); dabei ist. 
(5) = AR. 


Erfährt nun ein Gas eine e Zustandsänderung, bei dep,vundT 
. andere Werte aunehmen, ohne daß dem Gas Wärme zugeführt oder ent 
zogen wird, so bezeichnet man eine solche Zustandsänderung als adıaba- 
tisch"), d. . undurchlässig. Hiermit soll ausgedrückt werden, daB sich 
die Änderung so vollzieht, als befinde sich der Gasbehälter | in einer für 
Wärme undurchäringliehen Hülle. iv 
Es soll nun gezeigt werden, daß in diesem Falle die Größen p und 
v mit Rücksicht auf (4a) und auf ann O an eine Gleichung von der 
Form 


(6) | pur = konst =-(C | I | Ri 

gebunden sind”), wo x den Quotienten c,:c, bedeutet. | 
Man hat | 

(7) eedp+c,pdv—=0 oder 2 + u“ =, 

somit 


fe + .j®- —= 0) und Inp r «Inv = konst. 

Schreibt man die Gleichung (6) für einen durch Dir dp gegebenen 
Anfangs- oder ei hin, so folgt 
(8) PV* = pi. 


54. Man zeige, daß die Temperatur eines ces bei adiabatischer 
Ausdehnung sinkh, bei adiabatischer Kompression steigt. 
Mit Rücksicht auf dQ = O hat man nach (4): 


e,dT + Apdv= 0 
oder auch (wegen (1)) | 


c,dT + ART“, — = (), 


far u) era 


nenn 4 PTR Ma 


somit 


1) Vom griechischen diaßeivem, hindurchgehen, ‚abgeleitet, dem ein @ pri- 
vativum. vorgesetzt ist. eh 

2) Diess Gleichung wurde zuerst von 8. D. Poisson PIERRE Aunalar de 
‚ chimie et de physique, Bd. 28 (1828), S. 15. | | 


Adiebatische Zustandsänderung. Fühnwind. ‚04H 


Werden die Integrationen ausgeführt und werden in die s0 er- 


haltene Gleichung einmal die zusammengehörigen Werte 7,, v,, ein an- 
 dermal die Werte 7,, v, eingesetzt, so folgt durch Subtraktion 


(9) | ln = ARIn” 


Im Falle v, >v, (bei Bra) nu, wie a Gleichung zeigt, 


In 7 negativ, d.h. 7,>Z, sein, die Temperatur muß sinken. m Umge- 


kehrt ist das Verhalten im Falle vu <%- 
Die erhaltene Gleichung läßt sıch übrigens mit Rücksicht auf 
e,:,=xundc,—c,= AR (vgl. (6) in Aufg. 53) in der Form 
1 
10) In 7} -(@— 1a oder 2 - (=) 
schreiben. | | 
Eine adiabatische Kompression ist vermutlich die wesentliche Ur- 


sache der Erwärmung der Luft beim Föhnwind in den Alpen. Indem 


eins größere Luftmenge rasch von den Gipfeln der Alpen in die Ebene 


'herabsinkt, wird die Luft nahezu adiabatisch komprimiert und die Tem- 


peratur steigt.?) ° 

Aus p,v, = RZ, und p,v, = RT, folgt noch »,:v, = Tip: Tip, 
50 daß man bei Einführung BIOBoR Ausdrucks in (10) die. wichtige Be- 
ziehung 


a—1 
N Fr 1 Da 
en oe -‘ 
erhält oder, wie v. Helmholtz zu schreiben empfahl?) 
1 ug ı 
a 4; pp \cg c„ 
ee ee 


Noch eine andere Form der Gleichung (10) möge erwähnt werden; 


sie ergibt sich sofort, wenn man das Verhältnis v,:v, = « setzt, nämlich 


P Ann 


(12) | ne nl & . 


a es 


1) Die Tatsache, daß die Temperatur eines Gases bei adiabatischer Aus- 
debnung sinkt, wird bei der Konstruktion zahlreicher Kältemaschinen verwertet. 
2) Vgl. hierzu Th. Reye in der Zeitschrift für Mathematik und Physik, 

Ba. 9, (1864), 8. 260; A. Trientl in den Mitteilungen des Österreichischen Alpen- 


. .. vereing, Bd. 2 (1864), S. 38; H.v. Heimholtz, Eis und Gletscher, Vortrag vom 
Jahre 1865, abgedruckt in ‚Vorträge und Reden“, 4. Aufl., Bd. 1, Braunschweig 

1896, 8.285; J. Hann in der Zeitschrift der österr. Gesellschaft für Meteorologie, 
Bd.1 (1868), S. 261; Bd. 2 (1867), 8. 440 f.; ferner in den RN der 


Akademie der Wissenschaften in Wien, Ba. 85, 2. Abt. (1882), 8. 416—440; F. 
Kerner von Marilaun in der Zeitschrift des Deutschen und Seterreichinchen 


 Alpenvereine, Bd. 23 (1892), .S. 1-16; H. von Ficker, ebenda, Bd. 48 (1912), 
E78. BEE, 


. 5) Vorlesungen über gran der Wärme, heransgegeb. von F. Richarz, 


4 . Leipzig 1903, S. 187 f. 


Dingeldey: Differensial- u. Integralrechnung. IL. 3, Aufl 4% 


ip 
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"Diese Gleichung bestimmt die bei adiabatischer Ausdehnung (@>1) 
oder Kompression (x <' 1) erfolgende Änderung 7, — 7, der Tempera- 
tur, wenn die anfängliche Temperatur 7, bekannt ist. 

55. Ein Kilogramın Luft vom Volumen v, und von der absoluten 
Temperatur 7, ändert sich adiabatisch, dehnt "ich also entweder adia- 
batisch aus, ler es wird adiabatisch komprimiert; das neue Volumen 
sei ©,. Wie groß ist die hierbei geleistete äußere Arbeit Z in Kilo- 
grammetern? 

Nach ee und (4) ist dL = pdt, daher 


(13) > pie 


Hier ist nun p von v ahängig auf Grund der Beziehungen 


2% = md, = DV”; 


daher folgt 
' 04 
RE “ Pu 1 
u at a Wen) na ri gai)) 
dv. 8 1 

eine Gleichung, die leicht in die einfachere Gestalt 

| | RT T) 
(14) De u ri Pu —pUu)=- Zu 


gebracht werden kann. Bei Einführung von x = c,: c, folgt mit Rück- 
sicht auf (5): 


(15) L=-:(1,— 2. 


56. Im Anschluß an Aufg. 54 und 55 soll die folgende Aufgabe ge- 
löst werden: 

Ein Kilogramm Luft vom Volumen v, und von der gewöhnlichen 
Temperatur 10°C (T = 273° + 10° = 283°) wird adiabatisch auf das 
halbe Volumen komprimiert; welche Temperatur nimmt die Luft hier- 
durch an und wie groß ist die geleistete Arbeit? Es werde daran er- 
innert, daß für Luft R = 29,27 und x = 1,41 ist (vgl. Teil I, 8. 34 u. 35). 

Hier ist Me u=2, daher nach (10): 


T, == 283 . 2441 — 376°, 
die gewöhnliche Temperatur beträgt daher 376° — 273° = 108°0. 
Die geleistete Arbeit wird nach (14) | 


927 @83 — 376) _ 
| 0,4 


Dieser Ausdruck ist negativ; in Wirklichkeit hat also die Luft keine 
äußere Arbeit geleistet, wohl aber hat sie einen Arbeitsgewinn erhalten, 


— 6639 kgm. 
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sie hat Arbeit aufgenommen, m. a. W. zur Ausführung der Kompression | 
ist eine mechanische Arbeit von 6639 kgm erforderlich. 

Für das Verhältnis der beiden Drucke p, :p, findet man mit Hilfe 
von (11) p,:9, = 2,66, der Druck, den die so komprimierte Luft aus- 
übt ist also 2,66 mal so groß als vor der Kompression. Wollte man 
das ursprüngliche Volumen v, wissen, so müßte zu dessen Berechnung 
der zugehörige Druck bekannt sein. Nehmen wir an, dieser habe eine 
Atmosphäre betragen, also 10333 kg/qm!), so erhält man v, mit Hilfe 
der Gleichung (1), nämlich 

I - = 0,802 cbm. 
Hätte sich das Kilogramm Luft auf sein doppeltes Volumen v,= 2, 
ausgedehnt, so hätte man 7, = 213° gefunden, die Temperatur wäre von 
283° auf 213°, also von 10°C auf — 60°C gesunken; dabei wäre durch 
den bei der Nisdekunng auftretenden Druck eine mechanische Arbeit 
L = 4997 kgm verrichtet worden. 

57. Wie ändert sich der Zustand eines Gases, wenn ihm eine Wärme- 
menge Q zugeführt wird, während sein Volumen konstant bleibt? 

Nun ist dv’= 0, daher nach (4) ın Kalorien 


Bi 
Q=cfaT=-c(l-T). 
6 
" und nach (4a) 


% _ ah (Pı m) _ APP), 
0-5 [ap Rn a 


Bo 


Diese Gleichungen gestatten die Änderung der Temperatur und des 
Druckes zu berechnen. 
58. Die analoge Aufgabe, wenn der Druck, unter dem sich das Gas. 
befindet, konstant bleibt. 
Zunächst möge die Gleichung (4) etwas umgeformt werden. Aus 
(1) folgt nämlich pdv = RdT — vdp, und bei Einführung dieses Aus- 
drucks in (4) erhält man mit Rücksicht auf (5): 


dad = c,dAT — Avdp. 
Nun ist. dp = 0, daher | 
Q=c(T- 7) 


er Der Druck 10333 kg, /gm = 1,0333 kg/gem pflegt eine alte Atmosphäre 
genannt zu werden; sie ist im Nivebu des Meeres gleich dem Druck einer Queck- 
 silbersäule von etwa 760 mın Höhe. In der Technik wird stets die neue oder 
metrische Atmosphäre zugrunde gelegt, die gleich einem Druck von 10000 kg/qm. 
—=1 kg/gem oder Se 0,968 alte Atmosphären ist. 


4° 
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und nach (4a) A 
0 in Ja 0- v) = An m), 


.—1ı re N 


So kann man leicht die Änderungen der Aeneon und des Vo- 
lumens berechnen. 

59. Wie ändert sich der Zustand eines Gases, wenn ihm e eine Wärme- 
menge @) zugeführt, aber andrerseits dafür gesorgt wird, daß seine Tem- 
peratur konstant bleibt (isothermische Zustandsänderung)? 


Nun ist d7= 0, daher nach (4) in Kalorien 


g=[Apdv = Ver 
oder mit Rücksicht auf pv = RT,;;: 


Br 


Q=ART, = ART, In % 


Co 


und | 
Zi SR 
0 ar, pP _ ART, In. 
p P, 


Die zugeführte Wärmemenge wird hier nur zur Leistung äußerer Se 
verwandt. 


60. Für welche Zustendsänderungen ist die einem idealen Gase zu- “ 


geführte bzw. entzogene ln ee der Temperatur- ; 


änderung des Gases? 
Hier muß dQ =c.dT sein, wo c einen Proportiönalitätsfäkter be- 


deutet. Um nun eine Gleichung zu gewinnen, die nur die Veränder- se 


lichen p, v und ihre Differentiale dp, dv enthält, beachte man, daß nach & 
(4) dAQ = c,dT + Apdv und (nach Aufg. 58) dig = c,dAT — Avdp Bu 
Mit Rücksicht auf dQ = caT folgt 


(e—c,)dT= Apdv und (c— AT = - — Ah | 
. daher ergibt sich mit Benutzung der Abkürzung Re ):(ce—c,)=e: 


u MR dv dp 
Mengdy oder je u — Fe 


Durch Ausführung der Integration. erhält man 


alnv + Inp = konst 
oder 
pvk—k, 


wenn a a nielorve In k Kein. wird. 
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ee Euinahı die den Gleichungen dieser Gestalt entsprechen, wenn 
man p und v als rechtwinklige Koordinaten von Kurvenpunkten deutet, 
bezeichnete @. Zeuner?) als polytropische Kurven; die Größe c nannte er 
die „spezifische Wärme des Gases für die Druckkürre pv“ = k“, Im 
Falle e=0 wird u=x, man erhält alsdann die adiabatischen Kurven 
(vgl. (8), S. 44 und Teil I, 8.188 und 160—162). 


8. 
Einfache Beispiele zur Methode der Substitution. 
. Integration der Potenz. | 


1. Häufig kann man das Integral fe fi (2) dx, dessen Wert bestimmt 
werden soll, durch Einführung einer neuen Veränderlichen z vermöge 
einer Substitution von der Form £= gp(z) auf ein bekanntes Integral 
zurückführen. Durch diese Substitution, aus der dx = p (2) da folgt, 
‚erhält man 


Sr@az=/rp@lgndz. 


Dabei wird vorläufig vorausgesetzt, daB die Funktion p(z) eine ein- 
deutige Funktion von 2 ist und die Umkehrung # = %(x) eine eindeutige 
Funktion von x. | 
Die Anwendung dieser Methode der Substitution hat natürlich nur 
dann einen Sinn, wenn das zu dem Differential f[ (2)]p’te)dz gehörige 
Integral bekannt ist oder wenn dieses Differential eine einfachere Ge- 


 stalt als f(x)dx hat. Sehr oft erfolgt die Anwendung dieser Substitu- 


_ tionsmetbode derart, daß f(x) die Veränderliche x nur in einer Verbin- 
dung wie az oder ax + b enthält; durch die Substitution az = a, bzw. 


acx+b= 2, da = de ergibt sich ein einfacher gebauter Integrand. 


° 


2. Wird das bestimmte Integral fi f(z)dz durch die Substitution 


ee :9(2) in ein anderes übergeführt, Be dem 2 die Integrationsveränder- | 


‚liche ist, so treten bei dem neuen Integral an Stelle der ursprünglichen 
N z=4 und x=b neue Grenzen #=o,2=ß, die aus a=g(z) 
bzw. b=p(g) zu bestimmen sind. Wie schon erwähnt wurde, wird vor- 
läufig die Eindeutigkeit dieser Auflösungen vorausgesetzt. Auch wird 
angenommen, daß der Integrand im Tutegrationsbeteich nicht unsbetig | 
wird. 


N Technische Thermodynamik, 8. Aufl., ‚Bd. 1; Leipzig 1906, S. 180-152. 
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Beispiele. 
1: I +bPaz, ac+b=z, dı= de, daher 
faz + bYdr = 2 (#as en (ax +5. 
& 6a car en 
2 [VE 3a - 4 Vvax=3) 
x Man bel 
3. fx +bYdr = — u falls n # — 1 ist. 
RT N 
4, far +b)’dı= - (ax +b? Vaz+b. 
"de 1 | , 
5. J (« a)" = — R_D)@- ar: , falls NR == 1 ist. 
"de | 
6. —;—in(e —k), daher 
& 
"dx 1 b—k 
z—k a—k ; 


Hierbei ist vorausgesetzt, daß entweder a<k und b<k oder 
a>kundb>% sei. 


dx 


a y—— 
1. ae Vax+b. 


8. Mit Hilfe der Substitution /(x)—2 beweise man die wichtigen 
Formeln | 


F D- Inf) und | [rer War + ra) 


Die erste dieser beiden Formeln gilt nur, wenn f(x) in dem Inte- 
grationsbereiche positiv ist. Bei negativem f(x) ist die Formel durch 


h den [-f@)] 


zu ersetzen (vgl. Regel 7, 8. 3). 


11x° 11 200° il | 
I. Sa [dA +52), 


wie aus Aufg. 8 folgt. 


| vom Mittelpunkt der Erde erfährt, ist eu berücksichtigen, je- 


wenn er von Ö aus infolge der Anziehungskraft der Erde die 


nr a 3 BE art N ar ne a a Ta EL ze in > hl DEE Path LER el und da EEE ALERT ES 
’ SALFTEL ’ 


Änderung der Beschleunigung der Schwere. 51 
” | 
ar N, A 
10. | Be dx, won>O sei. 
| 6 


J)= = [in (a® + | ,-: 2 m2, also von a unabhängig. 
11. I A 
Vf) 
SR I 
f@)=», 1-/r ee zu 2 a Be Vray-. 
12. ver @a- viert. 


. 13. Ein materieller Punkt von der Masse m befindet sich zur Zeit 
t= 0 an der Stelle O im Abstand « vom Mittelpunkt M der ruhend 
gedachten Erde und hat die nach M gerichtete Geschwindig- 
keit vo. Wie groß ist die Geschwindigkeit v, des Punktes, 


Strecke s, durchlaufen hat und mit welcher Geschwindigkeit 
trifft er insbesondere die Erdoberfläche? Die Änderung, die die 
Beschleunigung des Punktes bei der Änderung seines Abstandes 


Fig. 29. 


doch werde angenommen, daß die Bewegung im luftleeren 
Raume erfolgt. Auch der Fall a= oo soll betrachtet werden. Nie auch 
Aufg. 32, S.13 und Aufg. 12, S. 185 ff. 

In der Mechanik wird gezeigt, daß die Beschleunigungen 9 und 9,, 


-die ein und derselbe materielle Punkt in den Abständen R und a vom 


vs Mittelpunkt der als Kugel gedachten Erde erfährt, den Quadraten dieser 
Abstände umgekehrt ur sind; es ist also 


1 
9: Zn = atı RR. 


a® 
Bedeutet R die Länge des Radius der Erdkugel, so ist die zuge- 
hörige Beschleunigung g = 9,81 m/sek®. 
Nach Verlauf der Zeit H möge der Punkt von O aus die Strecke 
OP=s (Fig. 29) durchlaufen haben; die Be Beschleunigung 


‚ist alsdann | 
Br d?g R? 
E.0) Bergen Fe 
woraus bei Einführung der Geschwindigkeit v — Sn.die Gleichung 
‘ NE TRER dv A gi 
2) | Liekrer, 
hervorgeht, 


1) Der Kürze halber wird das zu berechnende Integral im folgenden häufig 


durch J bezeichnet. 


52 $ 2. Einfache Beispiele zur Methode der Substitution. 
Nun ist | Sur =“ 
au: av de 7 .d® 

a dt dedi de 
daher erhält man SS 
|  gR’ds 
du (a — 8)? 


und 
j % E13 


8) Mr | far f En 


u) 


woraus mit Hilfe der Substitution a —s= 2 nach Regel 2, 8.49 die 
Gleichung 


a— 3, 


im-ncmen 


oder i 
8; ' i 1 1 JR 
4) zw 0)=-gR 1 =gR | en “a 
folgt. Daher wird Er 
| 24 
6) a, 


Für 5,—=a— R ergibt sich die Geschwindigkeit Y, mit der der 
Punkt die Erdoberfläche trifft, nämlich 


Fe 2gka—R 
| (6) | e ‚= + Vo? + TE 


Die Geschwindigkeit eines aus unendlich großer Entfernung (a ra oo) 
die Erdoberfläche treffenden materiellen Punktes wird 


© | V.— Vai E BR. 


Für R= 0370300 m), g = 9,81 m/sek?, wird Y2gR = 11180 m/sek. 

So groß würde die Geschwindigkeit eines aus unendlich großer 
Entfernung die Erde treffenden Körpers sein, dessen Anfangsgeschwindig- 
keit v,= 0 war. | 
14. Bis zu welcher Höhe steigt ein materieller Punkt von der 
Masse m, der zur Zeit {= 0 von der Oberfläche der Erde mit der An- 
fangsgeschwindigkeit v, vertikal in die Höhe geschleudert wird? Wie 


1) Nach F. W. Bessel hat die halbe große Achse der als abgeplattetes h | 


BRotationsellipsoid (Sphaeroid) betrachteten Erde die Länge 6377897,16 m, die 


‚halbe kleine Achse die Länge 6356078,96 m. Bei Näherungsrechnungen ersetzt N 


man das Ellipsoid durch eine Kugel und nimmt nach F. R. Helmert Die 
mathematischen und physikalischen Theorien der höheren Geodäsie, Bd. ı, are 
1880, 8. 68) am en R = 6370300 m als ihren Radius. u 


RER! ha u ae UMTS, a a 2 PIERRSREE 


FDacke einer a auf eine , elliptische Fläcke. 53 Re 


e bei Aufg. 13 soll die Änderung der Beschleunigung der Schwere, nicht 
aber der Luftwiderstand berücksichtigt werden. 

| Zur Zeit t befinde sich der Punkt an der Stelle P im Abstand 

MP =: vomMittelpunkt der Erde. Die Beschleunigung, die die Bewe- 

gung des Punktes durch die Anziehung der Erde erfährt, ist nun ne- 

gativ in Ansatz zu bringen, denn sie wirkt entgegengesetzt der Richtung 

der wachsenden Größe 2 und beträgt (vgl. Aufg. 13) 


d’s dv gR: 
(8) | | Gare, 
woraus wie in Aufg. 13 die Gleichung 
gr’ 
vdv = — ——- dz 
zZ 
EN hervorgeht, durch deren Integration man 
# 1 N ale 
Ki: (9) a Bw —%)=gR ei Er 5) 
erhält, wobei die Werte v — v, und z2= 3, zusammengehören. 
$ - Der materielle Punkt steigt, bis v, zu Null geworden ist; sein Ab- 
stand Z, vom Mittelpunkt der Erde beträgt alsdann 
; (10) A= gro 
die durchlaufene Höhe ist 
Ei | | Y u’R 
Bi 4) | a he SgR—n: 


Diese Gleichung zeigt, daß sich der materielle Punkt ins Unend- 
liehe entfernt, wenn die Anfangsgeschwindigkeit v, 2 V2gR ist; hierzu 
müßte », wenigstens 11180 m/sek betragen. Übrigens sei daran er 
innert, daß der Widerstand der Luft nicht berücksichtigt wurde, 
15. Eine ebene Fläche, die durch die eine Achse 2b. einer Ellipse 
und die zugehörige halbe Peripherie der Ellipse begrenzt ist, wird ver- 

- tikal in eine Flüssigkeit eingetaucht, so daß die 
Achse im Flüssigkeitsspiegel liegt. Wie groß ist 
der auf jede Seite der Fläche ausgeübte Druck p, 
MR wenn die Länge der senkrechten Halbachse der 
Ellipse gleich a, das Gewicht der Volumeinheit der 
Flüssigkeit gleich y ist? 

Ce Denkt man sich die Achse 2b der Ellipse in der REN 
 wagrechten y-Achse eines rechtwinkligen Koordi- 

_ natensystems, die Halbachse a in der vertikalen x-Achse gelegen, deren 
5 Paare Richtung sich nach unten erstreckt (Fig. 30), so ist 


rn 


54 8% Einfache Beispiele zur Methode der Substitution. 


die Gleichung der Ellipse. Zwei in den Tiefen x und x + dx gezogene 


wagrechte Geraden begrenzen auf der eingetauchten Fläche einen Strei- 


fen, dessen Flächeninbhalt 
2ydx = — Var— dt 


‘ist. Nach den Bemerkungen in Kup, 34, 8.18 stellt daher 


dp—= — Va? — a?dz 


den auf diesen Streifen ausgeübten Druck dar, und für den gesamten i 


Druck erhält man 


2= 20: (eyes. 


0 


Mit Hilfe der Substitution z = + Va’— a? oder = a — x? ver 


wandelt sich dieser Ausdruck ın 


0 
Pr ae u feae- kon 


Wird statt der halben Ellipse ein Halbkreis eingetaucht (Radius a) 


so erhält man p = ?aPy. 


Der Druck ergibt sich in Kilogrammen, wenn die Längen a undb 


in Dezimetern angegeben sind und das Gewicht y in kg/edın gemessen ist. 
16. Wenn ein Gefäß, dessen Wand die Gestalt einer Rotationsfläche mit 
vertikaler Achse oder eines beliebigen vertikalen Zylinders oder Prismas 


hat, bis zu einer gewissen Höhe h mit Flüssigkeit, etwa mit Wasser, gefüllt 


ist, so kann man theoretisch leicht einen Ausdruck für die Geschwindig- 
keit angeben, mit der der Wasserspiegel in irgend einem Augenblick 
sinkt, wenn das Wasser durch eine im Boden des Gefäßes befindliche 
Öffne ausfließt. Auch kann man theoretisch die Zeit bestimmen, 
die verfließt, bis das Wasser bis zu einer gewissen Höhe gesunken 
oder ganz ausgeflossen ist. Es werde hierbei zunächst angenommen, 


daß während des ganzen Vorganges keine weitere Flüssigkeit dem Gefäß 
zufließt; ferner wird vorausgesetzt, daß der Druck der Luft auf den 


Wasserspiegel so groß ist wie der Druck auf die Bodenöffnung. 
Offenbar ist die während eines Zeitelements di mit einer Geschwin- 
digkeit v, durch die Bodenöffnung vom Querschnitt f ausfließende 
Wassermenge dQ gleich fv,dt. Hierbei sinkt der Wasserspiegel, der 
einen während des Zeitelements di als unveränderlich zu betrachtenden 


Flächeninhalt F haben möge, mit einer gewissen Geschwindigkeit v um 
die Strecke vdt, und das Volumen der im Gefäß befindlichen Wasser- 


4 
Fr 
ER N 
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| Ausflußgeschwindigkeit. Satz von Torricelh. '55 


_ menge nimmt unterdessen um den Betrag F-vdt ab. Mit Rücksicht 


zu Anfang des Vorganges (zur Zeit {= 0) der Wasser- 


auf die Kontinuität des ganzen Vorganges muß daher 
(1) dQ=fudt=Fvdt, also fuy=Fv 
sein, 

Die Geschwindigkeit v, ,‚ mit der das Wasser in einem gewissen 
Augenblick t durch die Öffnung f ausfließt, ist nach einem von E. Torri- 
celli!) im Jahre 1644 ausgesprochenen Satze gerade so groß wie die 
Geschwindigkeit eines Körpers, der in freiem Fall die der Zeit ? zu- 
gehörige Druckhöhe (Abstand des Flüssigkeitsspiegels 18 
von der Bodenöffnung) zurückgelegt hat. . 

Wir führen nun ein rechtwinkliges Koordinaten- 
system ein, und zwar liege seine y- Achse in beliebiger 
Richtung in derjenigen wagrechten Ebene, in der sich N 


spiegel hefindet; die positive Richtung der mit der Achse der Rotations- 


; fläche zusammenfallenden x-Achse erstrecke sich senkrecht nsch unten. 
“ Alsdenn folgt für die Geschwindigkeit v,, mit der das Wasser zur Zeit 


t durch die Pen fließt, nach dem Satze von Torricelli: 


@)  a=+V29h- a), 


wenn g die a der Schwere, h die ursprüngliche Druck- 


höhe (zur Zeit = 0) und x die Strecke bezeichnet, um die der Wasser- 
spiegel während der Zeit t gesunken ist. Mit Rücksicht auf (1) erhält 
man für die AeSSH rind gEet: v,-mit der der ee zur Zeit & 


sinkt: | 


Man erhält v» in cm/sek, wenn fund F ingem, A und x incm 


gegeben sind; für g ist 981 em/sek? einzusetzen. 


Hat das "Gefäß die Gestalt eines vertikalen Zylinders oder Prismas, 


wit? konstant; hat das Gefäß die Gestalt eines Rotationskörpers, _ 


der durch Drehung der Kur le f(x) um die x-Achse entsteht (Fig. 31), 


‚so ist F=y’n. 
In (3) kann v durch —; dei ; ersetzt werden; daher folgt: 
O2 | 2, 1 
und = 
5 PAR RN. 
9) " fV%g Yh-e 


Die Anwendung des Satzes von Torricelli setzt voraus, daß sich 


die Begrenzung der Bodenöffnung vermöge eines Mundstückes stetig, 


— — — 


1) De motu gravium naturaliter descendentium, in den Opera geometriea. 


DER 93 % Einfache Bein zur  Molhode dei Substitution, u : 


also ohne RT Kanten an den Bouen anschließt, das Verhältnis fa Fr h 


sehr klein ist und auch die Weite des Mundstückes verglichen mit der 
Druckhöhe klein ist. Die Tatsache, daß diese Voraussetzungen nie 


strenge erfüllt sind, sowie andere Umstände, z. B. Reibungen innerhalb 
der Flüssigkeit, an der Wand des Gefüßes und an der Mündung haben 
zur Folge, daß die durch (2) bestimmte theoretische Ausfiußgeschwandig: ” 


keit größer ist als die wirkliche w; gewöhnlich setzt man 


(6) w=+9:V29(h— 2), 


wo der Geschhwindigkeitskoeffieient @ das Verhältnis der wirklichen zur 
theoretischen Ausflußgeschwindigkeit, also einen echten Bra bezeichnet. 
Ein Mittelwert von 9 ist 0,97. 


Bei allen Untersuchungen, in denen ke Aue vorkoinrde | 
ist außerdem die Rinschnürung zu berücksichtigen, die der austretende _ 
Flüssigkeitsstrahl in der Nähe der Bodenöffnung zeigt. ‚Diese Ein- 


schnürung entsteht dadurch, daß die Flüssigkeitsteilchen in konvergenten 
Richtungen nach der Öffnung eilen und die gerade über ihr befindlichen 


Teilchen am Ausfluß hindern. Das Größenverhältnis des Querschnitts 


fi an der engsten Stelle des Strahles zu dem Querschnitt der Öffnung f 
wird Kontraktionskoeffizient genannt und soll mit x bezeichnet werden.‘) 
Die für die Zeiteinheit berechnete Ausflußmenge wird ‚daher pxfv, oder 
'ufo,, wenn man 9% =u setzt, wo nun u den sogenannten Ausflußkoeffi- 


zienten darstellt. Je nach der Gestalt der Öffnung oder des angesetzten | 


 Mundstückes hat & verschiedene Werte, die zwischen 0,6 und 0,97 


liegen. ?) 
. Mit Benutzung von (ä) löse man die Aufgabe: 
Wieviel Sekunden dauert es, bis der Wasserspiegel in einem ur- 


sprünglich bis zur Höhe h cm mit Wasser gefüllten zylindrischen oder 


Rn Gefüß infolge Ausflusses aus einer im Boden befindlichen 


finung vom Querschnitt f gem um x, cm gesunken ist und wie lange 


dauert es, bis das Gefäß leer ist? Der Flächeninhalt des een 
. betrage F'gem; g ist 981 cm/sek?. 
Die zunächst ag Sekundenzahl 2, wird 


| Ne Se 
er ns, Vn=a ra 


1) H. Lamb zeigte, daß der Kuntraktionskoefäzient nicht unter 0,5 sinken : 
‘kann, wenn man eine reibungslose Flüssigkeit voraussetzt. Vgl. H. Lamb, Ein- 
leitung in die Hydrodynamik, deutsche Ausgabe von R. Reiff, Freiburg .B 


und Tübingen 1884, 8. 39—41. 


2) Näheres hieräber findet man z. B. in „Des Ingenieurs Taschen 5 
hregg. vom akad. Verein „Hütte“, 21. Aufl., Bd. 1, Berlin 1911, 8. 277—281, oder 
bei J. Weisbach, Lehrbuch der theoretischen Mechanik, 5. Aufl., Brenn a 


..1870, 8. 968-999. 


| 2 Zeitdauer für Sinken is; ee ia: | ST. 
Ber e NS P * (Yh rw 
Ban NE oe -yR =) 
Be: RR .[V29 


E Kind. mit Benutzung des Austlußkoefüzienten u 


Die Zertaaner der a des Gefäßes beträgt 
aFVn FA. 


Ann nn 


z ufV29 "urVagk 


| Würde durch entsprechenden. Wasserzufluß die Druckhöhe h kon- 
'stant erhalten, so wäre die Zeitdauer 7’ des Austließens einer mit dem. 
' Volumen F'h des Gefäßes inhaltsgleichen Wassermenge gegeben durch 


T ar Fix eu Eh 
ee! uf V2gh uryagh” 
N ; 7 ist also gleich 4 2. 


22:22:17. Wie gestaltet sich das Ergebnis. von Aufg. 16, wenn in der 
s“ Sekunde von oben eine Flüssigkeitsmenge Q, zufließt? 


Jetzt ist die während des Zeitelements di stattfindende Abnahme 
. des Volumens der Flüssigkeit im Gefäß Fdar=dQ — Q,dt; da ferner dQ 
nach (1) in Aufg. 16 gleich fu,dt=f V29(h — x)dt ist, erhält man 


Fa = fV2gM— dt — Qdt und dt --— ar 


I Veh’ 
| it bei inführeng des Ausflußkoeffizienten u: 


( 


ee Se ST er Tee ie Var 
SH Ai a en 2 pe FT ER 4 we 


Do nn en nn an nn 


Sr Re 
Bis EN Ri. 5, uf pe ER 


woraus mit Benutzung der Suhentaken = f 1727 gk ul mit Hilfe von 
= er uyh - — 2, 2? = u?(h — x) die Gleichung 

tayı-a, +uyh 

B.: L_>#F en f de 

E; | A a PFVBge (1: + ) 

Fe Niet a +uVYa-a, 


4 ervorgeht Bo sich 
B; VE RN 
I Turye Fr At Vh- uVh- —y+Yk a eben N 


D er Wasserspiegel sinkt solange 9<uf V2g — x) ist. 


58 8 2. Einfache Beispiele zur Methode der Substitution. 


18. Wie groß ist die Zeitdauer 7, der Entleerung einer mit Wasser 
gefüllten, den Scheitel nach unten kehrenden Halbkugel, wenn das 
» Wasser durch eine im Scheitel befindliche 

Öffnung bei wagrechter Lage der die Halbkugel 
begrenzenden Ebene ausfließen soll? Der Kugel- 
radıus sel q. 
Die Gleichung des die Kugel durch Drehung 
um die x-Achse erzeugenden Kreises ist 
2+y= a, 
daher wird (Fig. 32) F= y%x und nach (5): 


y E | 2 
I Fi den 
! ufV2g.) Ve—x 


Nach Einführung vona— x =z, de = — ds erhält man 


0 R a 
ER elle 92 \ ar: 2 99 
Tı ee en 1 ea da = RAU L; Zr d2 
ufV 29 Vz viV29, 
: i 


Fig. 98: 


19. Ein Gefäß habe die Gestalt eines Rotstionsparaboloids, das durch 
Drehung einer Parabel um ihre vertikal stehende Achse gebildet wird. 
Das Gefäß ist ursprünglich bis zu einer Höhe von 4 dm mit Wasser 
gefüllt, das durch eine im Scheitel des Paraboloids angebrachte Öffnung 
von 1 gem Querschnitt ausfließen kann; der Parameter der Parabel sei 
gleich 3 dm. Man soll die Zeitdauer 7, der Entleerung des Gefäßes be- 
stimmen, wenn u = 0,97 gesetzt wird. 

Die Gleichung einer Meridiankurve des BOBMMOns para. ist 
bei Benutzung des 3.55 erwähnten Koordinatensystems „= 3(4—x), 


Fe 1 dm als Längeneinheit zugrunde gelegt wird. Ferner: ist alsdann 
f= 0,01 m gy= 98, 1 Br daher 


ss "4 ade _ 
T= — in ER 3 1,8 
1 0,97.0,01 v6. Va-z 0,0097 vi 2 Tr“ 


oder 


Rt Sek. — 6 Min,, 10 Sek. 
- 0,0097 Y 196,2 


en 

20. Im Boden eines mit Wasser gefüllten Gefäßes von der Gestalt 
eines geraden Zylinders oder Prismas befinde sich eine durch einen 
Schieber ZerarBliohunn Öffnung von der Gestalt eines Rechtecks, dessen 


Er | Zeitdauer der Entleerung eines Gefäße. 59 
Seiten die Längen a und b haben. Der Ausfluß des Wassers möge da- 
- durch herbeigeführt werden, daß der Schieber mit gleichförmiger Ge- 
schwindigkeit c längs der beiden Seiten von der Länge b weggezogen 
_ wird; die zur vollständigen Öffnung des Rechtecks nötige Zeit betrage t, 
Sekunden, so daß b=.ct, ist. Um welchen Betrag x, sinkt der Wasser- 
spiegel während dieser Zeit, wenn h die ursprüngliche Druckhöhe und 
F der Flächeninhalt des Wasserspiegels ist??) 
Nach (4) S. 55 ist 


FÜR — naciY2g(h—), 


denn ©<t, Sekunden, nachdem man begonnen hat, den Schieber weg- 
zuziehen, ieh die Bodenöffnung f ein Rechteck mit 1 Seiten a und cf. 
Es folgt nun 


2 


F al wacvE fra, 
{) 


wo 4 —=b:e ist; daher wird 


2F(Vh—Yh 


| vacy2g, vabt, V?%g 
oder 


und 


ER 


ee) ae 


ET 


+ 
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Bi 21. in der vertikalen dünnen .Seitenwand eines mit Wasser ge- 
füllten Gefäßes von der Gestalt eines Prismas befindet sich eine recht- 
_  eckige Öffnung, deren wagrechte Ränder vom Wasserspiegel um die 
Strecken h und H>h entfernt sind; die Breite des Rechtecks sei b. 
Wie groß ist die in einer Sekunde durch die Öffnung fließende Wasser- 
menge Q, wenn der Wasserspiegel durch entsprechenden Zufluß in kon- 
stanter Höhe erhalten wird? 

Wird das Rechteck in wagrechte Streifen vom Inhalt bdz zerlegt, 
80 fließt durch einen solchen Streifen, der sich in der Tiefe x unter der 
Oberfläche befindet, in einer Sekunde die Wassermenge dQ= ubY2gxdz; 


daher ist die in einer Sekunde durch das ganze Rechteck fießende 
E Wassermenge 


0- aaa ar Hay sn) 


nn 
u * 


ne 1) Vgl. D. Ch, L. Lehmann, 300 Aufgaben aus der höhern und ange- 
ER wandten Mathematik, Berlin 1842, 8. 119, 


) 


RR, 
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Wenn h=0 ist, beginnt die rechteckige Öfnung web in der 
oberen Kante der heireanden Seitenwand und bildet einen Wandein- 
schnitt oder Überfall; es ist alsdann 

Q=+tubHY2ygH= 2uAVOgH, 
wo A den acheutahlgt des Rechtecks bedeutet. 


Die praktische Anwendung dieser Formel ist hauptsächlich na a 
die Kenntnis des Faktors u bedingt.”) Wir erwähnen nur, daß a bei 


scharfen Kanten der Öffnung kleiner ist als bei abgerundeten Kanten. 
Die Zahl 0,41 ist ein Mittelwert von ze. 


83. 
Uneigentliche Integrale. 


b. .: 
Dies sind bestimmte Integrale Sr) dx, bei denen entweder eine 


der beiden Grenzen a, b unendlich groß ist, oder bei denen die Funk- 


tion f(x) für einen innerhalb des Integrationsbereiches gelegenen Wert 


x = m unendlich groß wird. Hier gelten folgende Regeln: 

4. Die Funktion f(x) sei in dem Integrationsgebiete eindeutig, end- 
lich und stetig, aber eine der beiden Integrationsgrenzen sei unendlich 
groß, oder die eine sei + 00, die andere — oo. Alsdann gilt die Deine 
nition: 


Sreras - - lim nf, la)dz, 
vorausgesetzt, daß das Differential f(&) dx bis zu er Grenze b>a 


integrierbar ist und das Integral für lim b= oo wirklich einem be- 
stimmten Grenzwert zustrebt. Man kann dies auch so fassen: Es be- | 


N 


steht die Gleichung 
fi fa) dx = Fe) I, 


falls die Funktion F(x) für 2>a die Ableitung f(&) hat und der Grenz 


wert lim F(x) existiert. 


Unter den analogen Voraussetzungen ist 


fi 7) da — lim y f(x) m 


———— m 


1) Vgl. hierzu Ph. Forchheimer, Hydraulik, in der Enzyklopädie in | 4 
mathematischen Wissenschaften mit Einschluß ihrer Anwendungen, Bd. IV Me I 
 chanik, 3. Teil, Leipzig 1901—1908, S. 409. N 
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Singuläre Integrale und deren Hauptwert. | 61 


2 | 2 fire de an im. [fe dx 


für SR und. RN) 

Der Grenzwert muß hierbei unabhängig sein von der Art, wie a 

' und b nach oo bzw. — oo konvergieren, insbesondere kann man erst 
b nach + ©© und dann a nach — oo streben lassen, oder umgekehrt. 

2. Wird die Funktion f(x) für eine der beiden Integrationsgrenzen 
oder für beide Grenzen unendlich groß, so kann dennoch das Integral 
einen endlichen Wert haben. Wird z.B. /(b)=-+- oo und ist & eine be- 
liebig kleine positive Größe, so definiert man das Integral folgender- 
. maßen: 


f f(@) da — lim fr f(x) de — im Fb - I Eo) 
"Wird fo) = + oo, so ist 


f fla) do - — lim fa) dx = Fb) — imFlatı, in 


' Beehenstzt ist Hierkei; daß (x) füra<xr<b bzw. für a <ısb 
die Ableitung f(«) hat und die Grenzwerte lim 7 F(b—e) und lim F(a+e) 

existieren. 

Re; 3. Wird die Funktion f(x) für einen zwischen a und d gelegenen 

Wert z= m unendlich groß, so definiert man Se Integral durch die 

Gleichung ; 


f re) da — lim 7 fie) da + lim fi Ma)dz, 


wo 8 und & . beliebig kleine positive Größen bezeichnen. 


Man erhält keinen bestimmten Wert, falls die beiden Andale der 
rechten Seite keinen Grenzwert haben; es kann aber eintreten, daB für 
€=9g(d), wo p(d) eine eindeutige, stetige und mit d nach Null kon- 
a vergierende Funktion ist, die Summe der beiden Integrale einen im all- 
gemeinen von der Wahl der Funktion p(d) abhängigen Grenzwert hat. 
Ä - Insbesondere heißt der für e= ö auftretende Grenzwert nach A. Cauchy 
der Hauptwert‘) des vorgelegten Integrals (vgl. Aufg. 9 u. 10, 8. 63£.). 
R ‚Integrale, die in der eben beschriebenen Art unbestimmt sind, werden 
nach Cauchy als singulärt) bezeichnet. Auch bei den in Regel 1 be- 


Bi 1) Journal de !’Ecole Polytechnique Rd. 12 (c»h. 19), Paris 1823, S. 672—573; 
(Euvres, Bd. 1 der 2. Serie, Paris 1905, 8. 335--336; Me&moires presentes par divers 

savante A l’acad&mie royale des sciences Bd. 1, Paris Bar, S. 687 ee) (Euvres, 
' Bad. 1 der 1. Serie, Paris 1882, 8.402. 

bi. Dingeldey: Differential- u. Integralrecchnung. II. 3. Aufl. 5 
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62. $.3. Uneigentliche Integrale, 


trachteten Integralen mit den Grenzen + co und — co können solche 
Unbestimmtheiten auftreten. 


Beispiele. 
1. Den Flächeninhalt 7’ der Kurve y= - für dasIntervallvonz=e@ 


bis z= 00 zu bestimmen; hierbei sei a eine positive Größe. 


fd 1i@=e 1 
ri -- al Bar, 
2. Die gleiche Aufgabe für die gleichseitige Hyperbel y- - 


Bier wird F= J - dx = [In x]/ unendlich groß, das Integral hat 
keinen endlichen Graswerk 
3. Für welche Werke von n hat f& =, wa>0 undn=#1 sei, 


einen-endlichen Grenzwert? 


ga & gi” at del i 
In EN LE N a 
1—NJja I—nlaeo ion (a — 1)a”” 


Man erkennt, daß » > 1 sein muß. 


dx i 
A | a 
4 
Me 
5 fe-» 
J Vz 
1 


6. Man bestimme den Flächeninhalt Fder Kurve zy? = A? für das 
Intervall Me ee Obsx=b. 


Fu 7 [7 3 -dx, Hier wird der Anesttann für die untere Grenze un- wi 


endlich ur; nach 2, S. 61, ist daher 


J= lim fyz — de = 21.(Yb-limye) — 2. 


T. Wie groß ist der Flächeninhalt F' der Kurve «?y? — 1? für die \ 
Intervall vnı=—abisıe= b, wo a.und 5 positive Größen sind? | 


_ Beispiele für uneigentliche Integrale, ar 


IR Nach Regel 3, 8. 61 ist 
Be: 
E F= in [ide (1% — d& 


= 3k im y=3 Va4 VE- imo) = 3k(Ya+- Vı). 


8. Für welche positiven Werte von n hat et 0 wob>a und 


PL ? 


n +1 sei, einen endlichen Grenzwert? 


hi Hier wird | 
® be \ 
3 a 
% ob nice Be 
E Man erkennt, daß » < 1 sein muß, und zwar wird alsdann 
B i-n-b—a) 
M..- j 
E :, 
N 9. Warum hat | — „ keinen bestimmten Wert? 
4 Da der ee im Inlegationsberäich unendlich groß wird, hat 
ii man Regei 3, S. 61 anzuwenden. Hiernach ist bei Anwendung von 
Regel 7, 8. 2f und mit Berücksichtigung des Umstandes, daß in dern 
ersten der beiden folgenden Integrale x Begalıy ist: 
|  DRNTER kn 
Fon Kr im [98 — lim Ind — In + n1 — lim Ins 
d=0 r e=0 eng 
| —1 
& oder J= lim Ind — lim Ins, und dieser Ausdruck ist unbestimmt, denn 
=Q €e=Ö0 


ö und e müssen voneinander unabhängig nach Null. streben, das vor- 
 gelegie Integral ist singulär. Für &= ö erhält man den Cauchyschen 
 Hauptwert des Integrals, nämlich Null. 

® 

M 


10. Man zeige, Ab a. X ein singuläres Integral isi. 
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64 8%. Integration der Exponentialfunktion und des Logarithmus. 
ein unbestimmter Ausdruck. Für b=a erhält man den Hauptwert 
Ya. In - Bar j, der gleich Null ist, denn Bu wird auch für ein unend- 
lich großes a der Einheit gleich. Vgl. Teil I, Fig. 84, S. 18T, 

f de 
J (ax+b)" 

{) 
Die Substitution ac +b=z ergibt 
ı far. 1 ER 1 
J ==. zu men lım za ee 


a) z" am —1)c=o 6 moyapr- i 
d 


11. 2 04>0, b>Oundn>1se 


8.4. BSR u 
Integration der Exponentialfunktion und des Logarithmus, 
Methode der teilweisen Integration (Integration nach Faktoren). a: 
1. Durch Umkehrung ‚der entsprechenden Dilterentikknenregei | 
erhält man: 
Saas = &, + Re + 


blog a 
und 


Srar=-e+ 0. 


2. Die Methode der teilweisen oder partiellen Integration läßt sich. 
durch die Formel 


So@ u @) da = ya) u) - v@) pda 
darstellen, oder wenn p(x) = u, y’(z) dx = dv gesetzt wird, durch die | 
Formel 


fwav = uv — Jvdu: 
Die Anwendung dieser Methode setzt natürlich voraus, daß das zu 
dv gehörige Integral bekannt und f vdu leichter zu bestimmen ist als 
das vorgelegte Integral f: ud. 
Wenn diese Methode als partielle Integration bezeichnet wird, so. 
bildet ihre Formel doch nicht die eigentliche Umkehrung der Fornel | 


für die partielle Differentiation. Vielmehr wird diese Umkehrung in der h 
Schreibweise von M. Brendel!) durch 


Sr) az - (fu): (2: ffwe)är)ao | 


1) Mathematische Annalen Bd. 55 (1902), 3. 248f. und 8. 599. 


EN ENTE DIRT TRATEN u iR du 


N a ? ER RR rrehbn wach Faktoren, S 2 65 


der santellt, wo u fan! v Funktionen von « sind and'der Akyent am Inte- 
gralzeichen andeutet, daß bei der Integration v als Konstante anzusehen 
E: ist. Im Grunde findet sich diese Formel schon bei J. Bertrand!) und 
bei J. Worpitzky?); dieser schreibt sie in der Gestalt 


 Stworde - [re x)ex -fh 2 Ir x) 02) 5: 


Für f(u,x) = u: F(x) geht sie in die Formel für den besonderen 
| Fall über, der gewöhnlich als teilweise oder partielle Integration be- 
zeichnet wird und nach dem Vorschlage von N. J. Hatzidakis°?) besser 
‚als „Integration nach Faktoren“ zu bezeichnen wäre. 


Beispiele. 


Er i } | 2+B 
ia Seraz == fe dı = 7 . 
Ey n& 


D 2. Wie groß ist die Fläche F der Kurve y= u” für Bi Intervall 
_ von z=0bs z=z? 
Man findet 


_ wo St=1:1na die bei der Kurve y—= a” konstante Länge der Sub- 
tangente bedeutet (vgl. Teill, 8.67, Aufg.5). Für a=e, wo e die Basis 
Br natürlichen Logarithmen bedeutet, wrdF=y,—1. 


Rn is £ 4 N f: zedx. 
h Setzt man gu, e@dz=dv, so ergibt die Methode der teilweisen 
i ‚Integration 

Be, > A 
E Panterundere wird 


2 1) Traite de caloul differentiel et’de caleul integral, Bd.2, Paris 1870, 8. 10—11. 
2) Lehrbuch der Differential- und ERENSPOnTDE, Berlin 1880, S. 78-74; 
Zeitschrift für Mathematik und. Physik, Ba. 23 CN , 407—408. 

Br * "B, Bapmatische Annalen, Bd. 57 (1903), S . 184-186. 


Kae Bas A DL SB a a en a ee ae 


- 
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Bier ist die Methode der teilweisen Integration zweimal anzu- 
wenden. Man erhält 


J = ie: — [2xe dx = er 


6. | | finz- dr. 


" 


Für Inx=u, dx = dv ergibt Regel 2, 3. 64: 


7 
J=zInx — für = «(nr —1); 
insbesondere wird 
3 
finada = 21n2 - 1. 
1 
7 fi "de=n)| Inzde= nz(nr—1). 
f 1 ! UND, Ey: 
®. Sr Inede =; 200 fax WR 
9. fr In x dx ai rg aut In x ham (n - Et a, ” = FT? ıK 
10. far Inzde, won>>0 sei. 
ö 
Hier wird nach Regel 2, 8.61: 
| 1 | e 
; “ ee =. Ins A N 
aa a m‘ ai arme N, 
und wenn man beachtet, daß lim (sine) = 0 und 2 > 0 ist, folgt 
s=0O 
Se i 
Term 
we frrae 
D: u | 
Nach der zweiten Formel in Aufg. 8, S. 50 wird J=+ (In 2)?. | 
12. fen g., Mae a ne 
2 Be \ | x | 
I-/Inedie-zne-Yehzfaad-1) 00000 


ee 


5. ist. 


N 

Ye 

E- 

I 

f & 

AR 2 - 
Be“, 
ae 


mit y, als Radius um den Scheitel S der 


- Punkte Z,, so daß OL, = Yy?— m? ist. 
Analog wird O.2,— Yy,° — m?, das Rechteck 
mit den Seiten OS= m und L,L, ist daher 
mit der Fläche der Kettenlinie inhaltsgleich. 
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13. Wie groß ist der Plächeninhalt, F der Kurve y= er"* für das 
Intervall von <= 0 bis z= -+ 00? Hierbei sei m > 0. 


b 
 F=1m [e "de=-— — limem+—— 


b=o bo 
0) 


s|- 


Das Integral hat nur für m > O einen endlichen Wert; hei nega- 
tivem m würde F' zugleich mit der oberen Grenze unendlich groß werden. 

14. Die hyperbolischen Funktionen &ofx und Sin x sind durch 
die Formeln 


Sofr-tet+e) und Einz-te-e) 


definiert. Unter Beachtung der Tatsache, daß die Ableitung je einer 
dieser beiden Funktionen die andere ergibt (vgl. Teil I, S.7 und 8, 


' Aufg. 6), mache man sich klar, daß 


[Sizdr- Sinz und (Sin zdr - Cofx 


15. Den Flächeninhalt 7 der Kettenlinie 


Y- n(em + e*) = m Sof (=) 


für das Intervall von z, bis ©,, ww O<2%,<x, sei, zu bestimmen. 


Hier ıst 


F= nfi Co ( dx — m? [Sin ( ER 


2=2 


wofür mit Anwendung der De a — EN — 1 auch 


—mYy— en — m? 
gesetzt werden kann. Dabei sind y,,%, die zu den Abszissen X, Kg ge- 
hörigen Ordinaten. 

Man beachte, daß ein mit F inhalts- 
gleiches Rechteck uofort konstruiert werden 
kann, wenn die Kettenlinie und das Koordi- 
natensystem gezeichnet vorliegt; denn ein 


Kettenlinie (Fig. 33) beschriebener Kreis- 
bogen trifft die positive x-Achse in einem 


NN I ERBE ENTE RE NEN TEE DE TE ER RE N u. IN RT 
BE BE San Be Baal 2 a RR aa ee 
x ” I es Pr n ve v FEN DT Sr 
Ba RE ng DR N h \ 
Kl) NRGRER Le Au 5 i r 


de N. 84 Talenten der Exponentialfunktion und des Logarithmus. 
16. Mit Benutzung der Formeln u | 
Cof 2x = Cox + Sir -1+26 mr -2Cı x —1 
beweise man die Richtigkeit der beiden Gleichungen: 
[Sin zda + Sin 22 — 12 -1(SinzCoiz—x) 
SCofzda -16112r +32 — ; (Sinzbojz+2). 
17. fü 2)da, na=z, x=e: 
I fate' ds = (Ina)? — 2inz +2)a, 


nach Aufg.5. | | 
Mit Hilfe der Formel in Aufg. 8, S. 50: 


e dx = In f(x) 


sind die beiden folgenden Aufgaben zu erledigen: 
18. r ds=In(@+a) + ne In[e(e + a)] 


und 


19. I Spas = In(Inz) +ince=In(elne). 

20. Man beweise die Formel 

| | fuvard az = | 
ur — Bon + ud... + (— 1turo +(— 1)" ı[unrny dı, 


die eine Veralla sierung für die Methode der teilweisen Integration A: 
(Regel 2, S. 64) darstellt. 


Es ist | 
6 furer0dz = um)  — Juı®dr, 


S Wunde une) _ f: wour-dde, 


Swen dr = u vr — Juve dder, 


IR 2 Re j Di 
en 3 . > EN DUERR 
ba a OA ar ni Sn nn „u nen hut zn a a ne m nn zei, Be Yr 


Sumr dz =um» urtdude. 


Werden diese Gleichungen abwechselnd mit +1 und — 1 malt ee 
; pliziert und dann zueinander addiert, so folgt sofort die zu beweisende © 
Formel. | ER 


E h we Abe Kehifaeh edecholle NER, der teilweisen Integration 
zu beweisen ist. Insbesondere folgt: 


le tel). 3 2ctn!) 
ner then 


Rn! 


‘ 8 2. Auf dieselbe Art beweist man: Ist f(x) eine ganze Funktion 
ne Grades, so gilt die Formel | 


Serwa - ee _ osce nn ee 


und i insbesondere | 
fer 2 -(Natli-a+di- a )e- 


"arg "Die Ergebnisse von Aufg. 21 und 22 erhält man aa sofort mit 
P 2 Hilfe‘ der i in Aufg. 20 bewiesenen Formel. “ | | 


% 


fee@r, a-r zde=Htde, 


| = | 
J-4 ze de - = tet, —1(2t+ De 
& Mr 


2. Man zeige, dab 


| \  frerasmn 


ar ist, falls n eine ganze re Zahl bedeutet. 
Durch teilweise. DB folgt 


I--1r0 et fanieras. N 


7 
" Bier ist ı nun lim ® z z 0, wie eioht gezeigt. werden kann (Teil I, 


za 


s 122, Regel u daher wird. 


en n ferteras, 


Ta TUE VERA Au tt N 7 co Aal ae ME NR ITETEN Paul Yan in HM, RN N UN ERRNEN UNSER = a 
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woraus durch wiederholte Anwendung dieser Formel 


Tonıferde-n! 
© 

hervorgeht. | 

25. Unter Radioaktiortät versteht man nach Frau P; Curie die 
Fähigkeit gewisser Substanzen ohne Zufuhr äußerer Energie sogenannte 
Becquerelstrahlen auszusenden, d.h.unsichthare Strahlen, die auf die photo- 
graphische Platte wirken, in gewissen kristallinischen Substanzen Fluores- 
zenz erregen und einen elektrisch geladenen Körper entladen, indem sie 
das Gas, z. B. die Luft, in der sich der Körper befindet, ionisieren, d. b. 
zu einem Leiter der E eheriakel machen. H. Becauerel entkdeckte die 
nach ihm genannten Strahlen bei dem Element Uranium und dessen 


un 


Verbindungen, Frau Curie und unabhängig von ihr @. C. Schmidt 


fanden Strahlen mit solchen Eigenschaften auch bei Thoriumverbin- 
dungen, das Ehepaar Curie beı den neu entdeckten Elementen Radium 
und Polonium; auch das von Debierne gefundene Aktinium ist in 
diesem ammiahllane zu nennen.!) 

Ein Maß der Badionktivität verschiedener Substanzen ist die ın 
Ampere anzugebende Stärke des elektrischen Stromes, der eine dureh 
die radioaktiven Substanzen leitend gemachte Luftschicht bei übrigens 
gleicher Versuchsanordnung durchfließt. Die Stärke der Ströme, um 
die es sich hier handelt, ist äußerst gering, es kommen Stromstärken 
von 1072? bis 107° Ampere in Betracht. 2 


Man nimmt zurzeit an, daß sich die radioaktiven Substanzen in 


einem Umwandlungsprozeß befinden; ein Teil dieses Prozesses besteht in 
der Aussendung von Strahlen verschiedener Gattung mit merkwürdigen 


Eigenschaften. Ein Umwandlungsprodukt des Radiums ist ein Gas, die 


Radiumemanation. Die Aktivität dieses Gases ist aber sehr unbeständig, 
weil sich jede radioaktive Substanz ebenso wie diese Emanation allmählich 
ummwandelt oder zerfällt, die eine rascher, die andere langsamer. Dieser 
Zerfall geht derart vor eh daß die Abnahme — dN der Anzahl der 
Atome, die während des Zeitelemänts dt erfolgt, der Zahl der noch vor- 


Bandeneh Atome proportional ist. Es besteht daher eine Gleichung von 


der Form, 
(1) — dN—ANdt, 


1) Näheres über Bietet findet man z.B. in den folgenden Schriften: 
J.J. Thomson, Elektrizitäts-Durchgang in Gasen, deutsche Ausgabe von E. Marx, 
Leipzig 1906; E. Rutherford, Radioaktive Umwandlungen, übersetzt von “ 
Levin, Braunschweig 1907 (Heft 21 der Sammlung „Die Wissenschaft“); 
Frommel, Radioaktivität, Leipzig 1907 (Nr. 817 der Sammlung. Göschen); EL 
trag von E, Dorn über Radioaktivität zu F. Kohlrausch, Lehrbuch der prak- 
tischen Physik, 11. Aufl., Leipzig und Berlin 1910, S. 630—660; Frau P. Curie, 
Die Radioaktivität, deutsche Ausgabe von B. Finkelstein, Leipzig 1911. 

2) Frau P. Curie a. a. E“ 1. Teil, S. 75-76. 


_ Zexfallperiode radioaktiver Substanzen. N 


wo 4 eine der betreffenden Substanz BESTER Konstante, die s0- 

genannte radioaktive Konstante ist. 
Was folgt nun aus dieser Gleichung für die Zahl N der zur Zeit 

i noch vorhandenen Atome, wenn deren Anzahl zur Z eit t= (0 gleich 


N, war? 
Aus {63} folgt | 
(2) Er=-- fa oder nN=—At-+c, 
und hier ist die Konstante e unter Rücksicht auf die Tatsache zu be- 
stimmen, daB zu £=0 der Wert N= N, gehört; daher wirde=1n N, und 
3 Be: | In =—ı ode N=Ne*. 


>... Besonders wichtig ist hier die Zeit 2= 7, während deren die Zahl 
der Atome auf die Hälfte sinkt; zu ihrer Bestimmung muß N: N,=1:2 
sein, daher 

we All? und ee N 


| Man nennt T' die Halbwertszeit oder Zerfallperiode. Für die Radium- 
- emanation ist 7’ = 3,85 Tage und A = 2,084 - 10-®, wenn man 7’ in Se- 
- kunden ausdrückt. 

R 26. Es sei N, die Anzahl der zur Zeit a 0 vorhandenen Atome 
einer radioaktiven ih tanr. zur Zeit i sınd dann nach Aufg. 25 infolge 
des Zerfalls nur noch N = N,e”*' Atome vorhanden. Wie groß ist 
 _ hiernach die mittlere Lebensdauer eines Atoms? 

Die Anzahl der während des Zeitelements dt zerfallenden Atome 
ist gleich dem absoluten Werte von 


dN= — Miedi= — aNdt, 


sie ist also ANdt; so viele Atome haben daher während der Zeitdauer 
t bestanden. Zur Bestinmung der mittleren Lebensdauer muß man für 
alle Werte t des Intervalls von t—=0 bis {= oo die Zahl der Atome, 
die während der Zeit # bestanden haben, mit ö multiplizieren und die 
Summe dieser unendlich vielen Produkte durch die Anzahl N, der ur- 
N  sprünglich vorhandenen Atome dividieren. Bezeichnet man die mitt- 
. lere Lebensdauer mit ®, so wird demnach mit Rücksicht auf (3): 


9 lı: nat = | Sen 


E und hierfür findet man en Aufg. 24 ES ER 124.) 


1) Vgl. 3. 387-—388 von Bd. 1 der vorhin genannten deutschen Ausgabe des | 
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Bei der Radiumemanation war A — 2,084 . 10-6/sek, daher ergibt 
sich für sie ® = 10°: 2,084 Sekunden = 5 ‚552 Tage = 133,26 Stunden. 


27. Nach der kinetischen Gastheorie sind die Moleküle eines Gases 


absolut elastische, durch Zwischenräume voneinander getrennte Körper- | 


chen, die sich fortwährend in geradliniger Bewegung nach den verschie- 


denen Richtungen des Raumes befinden, und zwar ändert ein Molekül 


.die Größe und Richtung seiner Geschwindigkeit erst dann, wenn es 
gegen eine feste Wand stößt oder andere Moleküle trifft. Befinden sich 


PN N REDEN RT U, 
a ur 
N Re a a er ie u: h T 

y REN a N La at f H vn 


in der Volumeinheit » Moleküle eines Gases, so ist die Anzahl derjenigen e 


unter diesen Molekülen, deren absolute Geschwindigkeit einen zwischen 
u und u + du gelegenen Betrag hat, nach dem „Verteilungsgeseiz von 
Mazxwell“*) durch die Formel 


y. ser 


gegeben, in der c eine von ne Temperatur des Gnses abhängige Kon- 


stante bedeutet. 


Man soll nun aus (1) die mittlere en u,, der Gasmole- 


küle bestimmen. 


Der Mittelwert aller Beschwindigkeiten ergibt sich, wenn man jede 
Geschwindigkeit 4 mit der ihr zugehörigen Anzahl dn multipliziert, alle 


diese Produkte addiert, d. h. über udn von u = 0 bis u = oo integriert, : 


und dieses Integral durch die Anzahl n der Moleküle dividiert. 


Man erhält | 
IR ur 
(2) a er Vz; we "du 
oder mit Hilfe von Aufg. 28: 
SR | — ya 


In einer späteren Aufgabe ($ 18, Aufg. 18) Ed gezeigt, in wol ee 


Weise die Größe c von der gesamten kinetischen Energie 24 der n Mo- 
leküle abhängt. 


1) Philosophical Magazine (4) Bd. 19 (1860), 8. 22—24; The scientife papers. 
of J. C. Maxwell, Bd. 1, Cambridge 1890, 8. 380-881. Eine andere Ableitung 
gibt Maxwellim Philos. Magazine (4) Bd. 86 (1868), S .186—188; The scientific Pa- 


pers, Bd. 2, Cambridge 1890, 8. 44—46. Vgl. auch R. Clausius, Die mecha- 


nische Wärmetheorie, 8. Bd.: Die kinetische Theorie der Gase, herausgegeb. von 


M. Planck und C. Pulfrich, 2. Aufl, Braunschweig 1889-1891, 8. 39—40. ° 
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a 


£ Kufaahen, die sich auf die allgemeinen Eigenschaften 
200 der bestimmten Integrale beziehen. . 


Er 1. Man aoll zeigen, daß das bestimmte Integral 
Be e | X / 


es. Sta) de 


durch die Substitution = 2, +2(2, — 2.) in ein anderes mit den 
> Grenzen Ound1 und mit # als.Integrationsveränderlicher überführbar ist. 
 . Fürsz-2,wirds-0, ar x=2, wird 1; da ferner ee da 
ist, folgt 


Sie) ar- (m - af +52 — 2,)]dr. 


Ri 2. Das Integral (1) soll durch die Substitution <= ps + q in ein 
anderes übergeführt werden, das an Stelle von x, und x, die Grenzen 2, 
und », hat. In welcher Weise hängen p und q von 2,, 2,, 2, und 2, ab? 
Auze7, +, sen H+g folgt Ä 


RR! u Aa ei uu—Lh, 

E. ? 2n—ı? 4 2—h ’ 

daher wird | | 

x wi BE ts — Lt Be Fa \ 
4, 2, 2 I = 


2 Sollen insbesondere die neuen Grenzen #4, = — 1, 2,= + 1 sein, so 
Ss hat man 
ei Ze urn +, 


3. Die Auchhgken der Gleichung 
fre da „fie +b— n)dz 


e: mit Hilfe der Substitution z=at+b—2zu beweisen. 
er Hier ist de = — ee daher 


 fia+ + ) — a)dz u fra. =ff)as 


Da fi (2) de ein bestimmtes Integral ist, sein Zahlenwert also von 2 völlig: 


. - unabhängig ist, kann statt # gerade so gut der Buchstabe x gesetzt 
_ werden, womit alsdaun die vorgelegte aleeauns bewiesen ist. 


EEE UNTEN a re a u 


9714 35. Aufgaben. über die allgem. Eigenschaften der bestimmten Integrale. 


4, Mit Hilfe des Ergebnisses von Aufg. 3 mache man sich klar, daß 
folgende Formeln gelten: 


u. freyar - fie = nie, 
(2) ‚foae - z)dx, 
(3.2: | fi f 2 dx fi fleosa)de, 
(4) | ir r): dx eff w)de, 
(5) | Sin x)cosrde = 0, 
(6) ia) a f. el —a)m de. 


5. Man beweise die Richtigkeit der Gleichung 
= 7 | 
Freinz) dx = 2 [il 2)dE. 
Mit Rücksicht a die Gleichung 


! 


PIE 


rein 2)de = firein x)dx fit x)dx 


2 


genügt es zu An du 
- 
et 


fi (sinz)dz gleich f f(sin x) dx 
Fi | | 
ist. Dies ergibt sich mit Hilfe der Substitution 2=# — 2, denn sie führt 
ee | | 
Sreinz)de in /flind)ds 
1 0 


— rn 
2 


ae oo 9 En A 
” 


Fi 
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ge _ über, oder wenn man den Buchstaben z durch x ersetzt, in 


- 
Me frei.) de. 


6. Die Eulktiön f(x) ist bekanntlich eine gerade Funktion, wenn 


sie der Gleichung f(x) = f(— x) genügt, während für eine ungerade 


Funktion die Gleichung f(x) = — f(— x) besteht (vgl. auch Teil I, S. 6). 


- Man soll nun beweisen: 


u ae . 


BE ran ns Zi ri a 


Für eine gerade Funktion f(x) ist 


Sfr@) ar - 2 To) dx, 


- für eine ungerade Funktion f(x) ist 


fr (x) Er = 0 
Dies folgt mit Hilfe von 
Jfa)dz = fr) as + JH) ar. 


Ersetzt man im zweiten Integral der rechten Seite dieser Gleichung « x 


. durch — a so wird 


fieas - — /f- a)da fh )de—+ Fre de, 


i wo beim letzten Integral das obere oder untere Vorzeichen gilt, je nach- 


dem f(x) eine gerade oder ungerade Funktion ist. 
7. Ebenso folgt leicht die Formel 


Sr az fir +1- 2} da 


86. 
Die trigonometrischen und zyklometrischen Funktionen. 
Durch Umkehrung der entsprechenden Differentiationsregeln erhält 
Mans | | 
| [eos x.d& = sinz + 0, | Jsinzdz — — cosa + Ö, 
=tgr +0, en = — eoir+C, 


ae” sin! 


16 $ 6. Die trigonometrischen und zyklometrischen Funktionen. 


Tee = arcsinz + (= — arccosz Be % „ 
% 


N, 
f 22 aaa + = wenns +0; 
a* 
®, h 


| Ka: -arctge + 0= — areeota +0” 


Dabei muß in den Formeln für de - die _Veränderliche X. 
I +yi-—a? | ” 


dem Intervall von — 1 bis +1 angehören, 
Es ist ferner zu beachten, daß bei 


dz 
a aE arcsin® x U — - ar0 008% + in; 
En | 
di Funktion eresinz —=y einen Bogen darstellt, denen. Kosinus po- N 
d NE 1 ee 
sitiv ist, denn 4 = —— — —_ — 2 - —___ muß positiv sein, da 
' da ig, Vi —ein’y con y 


die Quadratwurzel des Integranden das Pluszeichen hat. Man könnte 
auch sagen, daß die Funktion arccosz einen Bogen ara dessen 
Sinus positiv ist. 


Entsprechendes gilt bei Is az, Vgl. hierzu auch Teil 1, 


v- 1—_zi 
8. 9—10, 
Beispiele. 
1. Welche Funktion F(x) hat die Ableitung sz und für 2-1 ” 
Br Wert 3? 


F(«) a. — sin! - 


wÜU=25 gefunden wird. 


2. Wie groß ist der Flächeninhalt F der Kurs y- sin für: das 
Intervall vnz=0bsz=mn? 


P=2. | 


3. Die in Aufg. 2 erwähnte Fläche wird durch die Gerade y-4tin 
einen oberen Teil F, und einen unteren Teil RP zer (Fig. 34); wie 
groß sind F, und F,? 
Die Gerade trifft die Kurye y- sinz in Pohk 
„ ten mit den Abszissen — 1x und z= & x. Ver 
” jegt man nun die x-Achse i in die schneidende Ge 
Eu rade und bezeichnet man die neuen Ordinaten mit 
Y, so lautet die Gleichung der auf das neue Koordinstensyatem be N 
zogenen Kurve: PR | 


Y-sine—i; 


Ahlen: 3 ARE a "67. SELTENER ARE DIE FRE ut SEEN UT, 


Bi, Be Integration trigonometrischer Funktionen ih 
_ daher wird 


Fr -fline — ı)dz = — [eosz +3 a, 
en 


Mit Rücksicht auf. das Ergebnis von Aufg. 2 wird 
F, = 2 — 0,685 = 1315. 


—=yY3 — tz = 0,685. 


ei se 


4. Sasinz + bcosa)dx = — acosz + bsinz. 


5. Man bestimme den Flächeninhalt der Kurve y=bsin — für das 
Intervall vnz=O0bs zr=an. 


Feb lin dem. ab[ cos | — dab. 
: a & 0 
6. fein 2x dx = — 1 cos2«. 


Würde man fh sin 22. de — 2 [sin x cos x. da vermöge der Substitu- 


‘tion sin = z auf 2 /2ds zurückführen, so würde man den Wert sin?« 
erhalten. Warum sind beide Ergebnisse richtig ? 


h a 
1. 
| e® Jeonzde - + sinnz. 


; Nas + ao) de = atge — beotz. 
9. Welche Gestalt nimmt diese Formel im Falle b= — a an? 
a = 2a 
iR (a ” a de= .;' 


10. Welche Gestalt nimmt die Formel 8 im Falle b = a an? 


ne. = altgx — cotz) = — 2acct2z. 


in?z coe?x 
d 7 
| I, az+b=z, de = —dz2, 
Bl 
| 4. 


12 a f. — © ware sin —- 
i ya + De TEN» a 


Dingeldey: Diftereutial- u. Integralrechnung. IL. 3. Aufl. 6 
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13. ya ‚ woa>üO sei. 


Hier wird der Integrand für die obere (reihen des Integrale. unane: 
lich groß; nach Br 2, S. 61 ist daher 


J= lim a BR lineare sin“ ren ER 
+Y 


a? —— x 2=0 i 2 


Unter der Annahme, daß arc sin — dem Intervall von — + n bis 4m 


1 NR 
‘= — x und aresinO =. 


»* « . ° . . a ARSERK 
angehört, ist hierbei lim arc sin — 


2 
e=0 
Für ein negatives a, etwa a = — a,, wo nun ne >0 ist, wird , 
da | de if 
Tue var # sr, 
0 sch 
€ 1 

= Mereiad Kara 3 ar: Ri. ar 
t e=0 & 


14. Man zeige, daß die Formel 


| Sta wetgz + Ö 
auch in der Gestalt 


geschrieben werden kann, wenn man c durch die Substitution U= are ige 
einführt, | 

Setzt man arctge=«, aretge= Pf, so it zetga,c=tgß; 
ferner wird 


c 
tg (e % ß) = , 
somit 
a +ß=arctgx + aretge = arctg Are 


Dies ist das Additionstheorem für die en arctg =. 
15. Parse kat tg 2 = —R. 
‚Unter der Annahme, daß . tg x dem Intervall von — tx bis + ix an- E 


gehört, ist hier arctgY3 = 4x und aretg0 = 0. 


“ 


ee, nn a) a a>, 
3 Dee De au ab)... ar ab 7 
BA ENG | ER Ma a Bub 


Hier ist J x - und es gilt entsprechendes wie bei Aufg. 15. 


e ER a | 
| h Mr 1 —?2 
J A. Zn J- a eig gr 


dx. dz 1 4 


* a Saar rt mar Een 


de Kailba U Mey 
a 22. ee ; ee har dx == na 
» dz N 
ne at == arcig et. 8 
Ba ie f: Tcosrtde. 
J= xzsin® — [sin ade —xeinc + CO8 X. 
ER AR Ssin’ % Veos@dz, 084 — 


er je -2emsyone( en 


ar ; 
ds, snı=z, 
) Vein’z ER 


ANv a Bu | 
A dundy, R — 3° nad — Heine). 


6* 
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26. Warum ist, feos= dx, wo a eine beliebige endliche Zahl sei, 


unbestimmt? | 
Die Funktion sinz hat für x = 00 keinen bestimmten Grenzwert. 
Unter Anwendung der in Aufg. 8, S. 50 abgeleiteten Formel für 


MORF erledige man Aufg. 27 bis 30: 


Fa) 
27T. fest x de. 
J= Se finlan de lea 
28. Star de. 
J=-— | ZUR de=— In cosa+inc—In „L- 
a. SE ae il + bein). 


30. Jana 182 — [igade = atg2 + Inn, 


cos?x 
Bei Aufg. 31. bis 33 wende man die in Aufg. 8, 8. 50 abgeleitete 
Formel für Star (x) dx an. 


31. De - da = ge sin ©)*. 
retgx i 

32. | F ae dr = — (arctg x)". 
38, | sotz des (cot 2)%. 

ES .) sin’z 2 ; 

5 | 
‘ PR P1 
34. en 
N, j 


a en ni 
I=[sinztgz — | tgrcos2de] | 
0 


ri f\ “R 
—|sinztgz + cosa] [| = Eya a, 
L ER 05 
Be | Saretge de. 
Im zwege— | = raretge— —a(l Fa. 


VENEN a N 


a re ie. ke 


Simpsonsche Regel. . | 81 
36. [are sinzdr, arcsinz=z, 7=sinz 


PR 20085 — zsins + cos (nach Aufg. 23), 


oder also 
een, 


37. Man soll das Integral 


nv 

ds Sa 
Jıi1-+z! 4 
0 


nach der Simpsonschen Regel (vgl. S. 10) berechnen, indem man die in 
dieser Regel auftretende Anzahl 2n gleich 10 setzt. 

Hier ist | 
J-5; WtWtiuHu tn tu tu tW+2HtNtYHtN))- 


Es sei nun y, die zur SEA z=4y4(x=0,1,2,...10) gehörige 
ee der Kurve 4 = — — 


I ;; man hat alsdann folgende Werte: 

wi Y, = 0,990099 Y, = 0,961538 
Yo= 0,5 Y = 0,917431 0.94 = 0,862069 
; KT Y, = 0,135294 

Y, = 0,671141 y. = 0,609756 


y. = 0,552486 


en nn 


Summe 3,931157 Summe = 3,168657. 


Daher erhält man 


za I=z115+4-3,981157 + 2-3,168657) "9, — 0,186398, 


somit x = 3,141592, während der wahre Wert auf sechs Stellen abo 
rundet gleich 3,141593 ist. 
Ä Wie man sieht, ist das Ergebnis sehr genau. Immerhin muß man 
bei Anwendung dieser und ähnlicher Regeln vorsichtig sein, denn es 
gibt Fälle, in denen der Fehler ziemlich groß ist. Ein solcher Fall 


4 würde z. B. vorliegen, wenn man die Fläche der oberhalb der x-Achse 


gelegenen Hälfte des Kreises 2? +y?=1 nach der Simpsonschen Regel 
E oder nach der Trapezregel ‚bestimmen wollte!). 


Y Vgl. G. Sohoffera: Lehrbuch der Mathematik, 2. Aufl., Weipsig i911, 
8. 249— 250. | 
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38. Man berechne den Wert des Integrals in Anfg. 37 Hack ie Re‘ 
Trapezregel \ 


J=" Erg eres (ya +2 +:- a 
(vgl: S. 11), und zwar sei n = 10. 
‚Man findet 
22-J-2[15+2(8,981157 +3 ‚168657)) — a — 0,784981, 


somit m = 3,139924, mit dem wirklichen Wert Verl um 0,001669 
zu klein. | | 

39. An dem freien Ende B, eines vertikal hängenden elastischen 
Fadens AB, oder eines elastischen Stabes von der Länge / wird ein 
Gewicht P—= mg angehängt. Hierdurch erleidet der Faden eine Ver- 
längerung, bis die Gleichgewichtslage AB eintritt. Wird nun das Ge- 
wicht nach unten gezerrt und dann losgelassen, so erfolgt zunächst noch- 
mals eine Verlängerung des Fadens, etwa bis 2’ (Fig. 35). Alsdann wird 
das Gewicht durch die Elastizität des Fadens. wieder in die Höhe ge- 
hoben, und zwar über die Gleichgewichtslage A.B hinaus, der Faden 
erfährt also eine Verkürzung der Länge, die er in der Gleichgewichts- 
lage hatte; dann folgt wieder eine Verlängerung usf., es entstehen also 
Longitudinalsehwingungen des Fadens. Hierbei ist Hack dem Näherungs- 
gesetz von R. Hooke (vgl. S. 27) die Kraft, mit der vermöge der Elasti- 
zität das Gewicht wieder gehoben wird, der Verlängerung des Fadens 
proportional. Die Gleichgewichtslage ist vorhanden, wenn die Verlänge- 
rung Al so groß ist, daß sie dem Gewicht P = mg das Gleichgewicht 
hält, also mg =kAl ist, wo % eine ‘positive Proportionalitätskonstante 
bedeutet. Ist nun x das Stückchen, um das in irgend einem Zeitmoment 
i die Länge des Fadens von der Länge 1 + Al abweicht, die der. Faden 
zur Zeit der Gleichgewichtslage hatte, so gilt, wenn x nach unten po- 
sitiv gerechnet wird, nach dem Grondgesetz der Dynamik bei Vernach: 
lässigung des Lüftwiderstandes die Gleichung / 


() | 

Bei Einführung der Geschwindigkeit v — 7, kann Mm A durch 
m oder durch m = ge mv a, ersetzt a daher folgt 
(2). m — — ka oder er, | | 


wenn k:m — x? gesetzt wird. 


Man soll nun durch Integration die Beziehungen zwischen v und 2, = 
zwischen & und £, sowie zwischen v und ? ableiten; = a sei die Ampli- 5 
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; ER der Schwingung, also der größte Betrag, um den das Gewicht 


_ über die Gleichgewichtslage hinaus nach unten gezerrt wurde. 


Zunächst wird nach (2) v? = — x?2?+.c; da die Werte v = 0 und | 


.a=a ee wird c = x2a?, also 


(3) ey vu = la — a). 
Mit Rücksicht auf v = ee = erhält man 


oder (nach Aufg. 12) + arc sin = - xt + c,, somit 
2 +asin(xt+c,)= + a(sinztcose, + cosxtsing,). 


‚Zur Bestimmung von c, werde angenommen, daß = (0 und 
2% = -+ a zusammengehören; alsdann erhält man +sinc =1, d.h. 
siny=t1l,co,=0Ound | 


(4) x = 0008 Kt. 


Die Beziehung zwischen v und # ergibt sich aus (4) durch Diffe- 
rentiation: 


5° i \ le 


dt 


Die Zeitdauer 7’ der Periode, in der ein vollständiger Schwingungs- 


_ vorgang verläuft, geht aus 


 .B,er ist Null in B’ und B”. 
Bi 


ain xt = sin (xt + 27) = sin % .(t + N 


hervor, sie wird also 
.® E 1-% 
% 


und ist unahhängig von der Auplitude a. 

"Die Gleichung (4) zeigt, daß der untere Endpunkt des Fadens die- 
selben Schwingungen ausführt wie die Projektion eines Punktes, der 
eine! Kreisperipherie mit gleichförmiger Geschwindigkeit durch- 4 
läuft, auf einen Durchmesser des Kreises (vgl. Teill, 8.17). Zur 
Zeit = 0 befinden sich der Endpunkt an der Stelle B’(z=a), 


Fr zur Zeitti=;T in Ba=0), zur Zeit =1Tin B’(x=—a) 
(Fig. 35). Dann findet eine Umkehrung des Bes der Bewegung 


statt; zur Zeit = 3T ist der Endpunkt wieder in B, zur Zeit T e 


in B’. Der absolute Wert der Geschwindigkeit ist am größten in |B 
B 


Bei der vorstehenden Rechnung wurde übrigens der Wider- "ie. 


” ‚stand der Luft und die Tatsache, daß der Faden nicht vollkommen elastisch 


ist, vernachlässigt. In Wirklichkeit sind diese Einflüsse vorhanden, und 
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sie haben zur Folge, daß die Amplituden der Schwingungen immer 
kleiner werden und daß schließlich die Ruhelage eintritt. 

40. Wir wollen nun annehmen, der untere Endpunkt des Fadens 
in Aufg. 39 erhalte, wenn er über die Gleichgewichtslage B hinaus nach 
B’ gezerrt worden ist, noch einen nach unten gerichteten Stoß, derihm 
die Geschwindigkeit v, erteilt. Wie verläuft jetzt die Bewegung? 

Nun gehören die Werte *=0, 2 —a,v—», zusammen; an Stelle 
von (3) tritt daher 
(7) ”— u = (a — ER). 


Ferner wird 


dx BEWEGT ER REICHEN | RAR 
Fe (dl UT -— == ae ren sen peu rasen, 
x t +Y% 1% ar ee 
oder | 
Man nee Eu 
So folgt 
(8) #2 = + Yo? + atatsin(»t+c,) 


= + Yy° + aa? (sinxtcose, + cosxtsine,). 


Zur Bestimmung von ce, beachte man, daß die Werte i=0 und 
% = a zusammengehören; man findet oladann 


sinc = 


mit Rücksicht auf (8) wird also 
XL = + U sina#t +xacos xt. 
Das Ir des Gliedes v, sin xt ergibt sich, wenn man be- 


achtet, daß © Fr = gleich v, sein muß, wenn ? = ( ist; dies tritt ein, wenn 
das Plusieichen steht. Es En also die Gleichungen 


; dx \ 
(9) zx=vsinat+xacosxi, v7, —v, cosxt— xasinat, 


Die Geschwindigkeit wird Null im Augenblick der größten Zu- 
sammenziehung und bei der größten Ausdehnung; alsdann ist 


tgat=v,:xa, 


®, 
ee BE cos at = 


xu 
+Vo’+ war’ +YVo’+ xda:’ 


wo bei den Wurzeln entweder jedesmal das obere oder jedesmal das 


, 
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"untere Vorzeichen zu stehen hat. Die zugehörige Amplitude der 
Schwingung wird nach der ersten Gleichung (9) 


(10) y=+lyorwRa-tya+ 


Man sieht, wie die Ausdehnung des Fadens oder Stabes größer 
geworden ist. Nach einem neuen Stoß auf das untere Ende des Fadens 
oder Stabes in seiner tiefsten Lage, der diesem Ende wieder die Ge- 
schwindigkeit v, erteilt, würde an Stelle von on der Ausdruck 
(11) —+ Va 2° + 


. 


treten; offenbar wird 2,’ = a? -+- on usf. 

Der hier betrachtete Meer ist ein Beispiel für eine 
erzwungene Schwingung, während in der vorhergehenden Aufgabe die 
Eigenschwingung oder natürliche ds; 
Schwingung des Fadens oder Stabes | a 
und des angehängten Gewichts be- | 
trachtet wurde. Wie Gleichung (11) -*---::--------# 
zeigt, können rhythmische Stöße, PRr 
deren Periode mit der Periode der . x 
Eigenschwingungen Zsmnmenkallt, I 75% user 
eine so große Amplitude und daher Eu 
eine solche Spannung in dem Stabe veranlassen, daß dieser zerreißt. 
Hierauf beruht es, daß Hängebrücken unter dem regelmäßigen Tritt 
darüler marschierender Soldaten eingestürzt sind.') 


- 
En 
a 


41. ESEZZ. - fa + 008 22)dr =—tx 4 1sin 2x. 
42. sin? da = [4 Ge )de 42 — 4 sin 22. 


Auf dieses Integral trifft man z. B. bei der Aufgabe: 

43. Den Druck zu bestinimen, der durch den Wind auf einen senk- 
‚recht stehenden Turm von kreisförmiger Basis ausgeübt wird. Hierbei 
sei h die Höhe des Turmes in Metern, a der Radius der Basis und p 
der in Kilogrammen gemessene Winddruck auf je 1 qm einer recht- 
winklig getroffenen ebenen Fläche. 

Durch den Kreis k (Fig. 36) sei die Basis des Turmes angedeutet; 


1) Vgl. hierzu auch ee Deutsche Bauzeitung, 19. Jahrgang (1885), 
S. 163—167; 20. Jahrgang (1886), S. 549; Deslandres, Annales des ponts et 
chausades, Bd. 4 der 7. Serie (Jahrgang 1892, 2. Semester), 5. 766782; F. Steiner, 
3 Zeitschuift des Österreichischen Ingenieur- und Architekten-Vereins, 44. Jahrgang 
(1892), 8.113— 117; 8.672—674; F. Engesser, ebenda $. 386—388; 9. 671-672. 


86 $ 6. Die trigonometrischen und zyklometrischen Funktionen. N 


der Wind streiche in der zum Durchmesser AB parallelen. Richtung, ” 
Der senkrechte Streifen der Turmwandung, der sich über dem zu A ge- 
hörigen Bogenelement de des Kreises k erhebt, wird vom Wind unter 


rechtem Winkel getroffen; auf ihn wirkt daher der „Normaldruck“ 


dv—= phde. Der Streifen der Turmwandung, der sich über dem seit- 
lich liegenden Bogenelement ds senkrecht erhebt, wird nicht von dm 


‚vollen Druck phds getroffen, vielmehr wirkt rechtwinklig auf ihn der 
Normaldruck dn=phds-sinp, denn so groß ist die rechtwinklig zu 
der Fläche hds wirkende Komponente des in der Richtung AB wirken- 


‚den Winddruckes. Hierbei bedeutet p den spitzen Winkel, den die Tan- 


gente des Bogenelements ds mit der Windrichtung bildet. 
Der Normaldruck dn läßt sich nun in zwei Komponenten verlegen, 
von denen die eine rechtwinklig zur Richtung des Windes, die andere 


in der Windrichtung wirkt. Die erstgenannte wird durch eine 
au gleich große, aber entgegengesetzt wirkende Komponente aufge- 


hoben, wie man bei Berücksichtigung des zu ds in bezug auf 
den Durchmesser AB symmetrisch gelegenen Elements ds, er- 
kennt. Die in der Windrichtung wirkende Romponıs Bi von 
.dn wird INBEGEN (Fig. 37) | 


dw 
Fig. 97, 
.dw=dnsing=phds-sın’p = pha sin? dp; 


der in dieser Richtung auf den ganzen Turm ausgeübte Druck ala daher 


w= u de = Re 


Man setzt häufig p = — kg] gm, wo v die Ge des 


Windes in m/sek, g = 9,81 isch? die Beschleunigung der Schwere, y 
das Gewicht von 1 cbm Luft in kg bezeichnet. Bei einer Temperatur von 
15°C und einem Barometerstand von 160 mm ist 9:9 = 0,1249, also 


abgerundet — 12. 0,125 — 108. 


Wird als größte a des Windes v—30 m/sek ange- 


nommen!), so erbält man p = 112,5; für nieht freistehende Gebäude 


nimmt man gewöhnlich p = 125 kg, g/gın an. Alsdann würde 
125ah= 
het: 


— 196 ah oder abgerundet: 1 — 200 ah kaum % 


ı) Beim Bau des auf dem Giprel der Zugspitze in etwa 2965 m Höhe be- 
findlichen meteorologischen Observatoriums, eines Turmes mit quadratischer e 
Basis, wurde die bisher bekannte größte Orkangeschwindigkeit v=60 mfsek, die 
vor etwa zwanzig. Jahren auf dem Gipfel des Sonnblick in den Hohen Tauern ge- 
messen wurde, zugrund gelegt und p — 500 kg/qm angenommen. Vgl. W.Burk- 
hard, Das Observatorium auf der Zugspitze, Zeitagbsithe, des Deutschen und. 3 


Österreichischen Alpenvereins, Bd. 31 ee 1900), 8 2. 


a ae 
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Es iruß übrigens bemerkt erden. daß die vorstehenden Betrach- 


_ tungen wie auch die auf Newton u ne daß die 
Größe p dem Quadrat der Geschwin- | B 


digkeit proportional sei, keine volle I? vn 
Gültigkeit haben, sondern nur ange- N / 
nähert richtig sind.!) N, 

; 44. Die Stützmauer eines Wasser- 
reservoirs hat im Querschnitt auf der Z 
 Wasserseite den Bogen AE eines 

Kreises vom Radius « zur Begrenzung, der Mittelpunkt O dieses Kreises 
liege im Wasserspiegel AB, der zum Bogen AE gehörige Zentriwinkel 
 seis (Fig. 38). Man soll den im Querprofil auf den Kreisbogen aus- 
geübten. BESRIDEN horizontalen und vertikalen Druck des Wassers be- 
 stimmen.?) | 

Der auf ein Bogenelement PQ=ds des Kreises ausgeübte Druck 
ist nach einem elementaren Satze der Hydrostatik (vgl 8. 18) gleich 
dem Produkt aus dem Gewicht y der Volumeinheit des Wassers, der 
Länge ds des Bogenelements und der Tiefe RP, in der sich der 
Punkt P unter dem Meere, Bebmgt Im vorliegenden Fall sei 
y =]. 

Bildet der Radios OP mit der Honzonkelen OA den Winkel p, so 
ist nun RP=asing, PQ —=ds=adp. Der auf PQ ausgeübte 
Druck ist, daher gleich a?sin p d y und hat die horizontale Komponente 
dX = a?sin p cos P4p, die vertikale Komponente dY = a?sin?p dp. 

Die. horizontale Komponente X des gesamten auf den Bonn, AE 
ausgeübten Druckes wird daher 


Fig. 38, 


€ 


3 
No a fing oo pdp= © (sin? p]P7 = zeinte 


ferner erhält man 


Y= a: | sin! pay = al 9 4 sin 29] — © (2e—ein2e). 
& 0 HERR A 
Der gesamte Druck wird R=-YX?’+T°. 


1) Näheres hierüber findet man z.B. in dem Artikel von 8. Finster- 
walder über Aörodynamik in der Enzyklopädie der mathematischen Wissen- 
schaften, Bd. 4, 8. Teilband, Leipzig 1901—1908, S.150ff., ferner in dem Werke 
von F. W. Lanche ster, Aörodynamik, ein Gesamtwerk über das Fliegen, aus 
dem Englischen übersetzt von C. und A. Runge, Bd. 1, Leipzig 1909, Bd. 2, 
Leipzig 1911, sowie bei G. Hamel, Elementare Mechanik, Leipzig und Berlin 

1912, 8. 109. 
u 2) Vgl. L. Herzka, Zeitschrift des Geeskiichinchän Ingenieur- und Archi- 
een, 47. Jahrgang (1895), 8. 292f. 


P} 


88 8 6. Die trigonometrischen und zyklometrischen Funktionen. 


45. Nach dem Gesetze von Joule ist die durch einen elektrischen 


Strom von der Stärke © Ampere in einem Leiter vom Widerstand r Ohm 


(vgl. Teil I, Fußnote zu S. 113) während einer Zeit von t Sekunden ent- 
wickelte Wärmemenge @ in Grammkalorien gegeben durch den Aus- 
druck 

Q = 0,2388 r it. 


Der elektrische Strom sei nun periodisch veränderlich enteprech 
der Formel | 
RS 7 
= sin nr, 
wo i, das Maximum der Stromstärke, 7 die Zeitdauer der Periode 
in Sekunden bedeutet. Wie groß ne alsdann die Wärmemenge @,, 


die während einer halben, zur ee t= 0 beginnenden Periode erzeugt _ 


wird? 
Während eines Zeitelements dt wird die Weg 0, 2388 r2?dt 
erzeugt, daher ergibt sich 
1 


EN 


“en 
9, = 0,2388 ri, Y sin: rt dt — ne T. 
0 2 Ä 


— nn 


enthalien, lassen sich ale ech a einer Substiiution wie 
X == 00082 oder = asıinz berechnen; man wende dies an auf 


— m , 28=400082, de=—asinadz 


| ' 5 2. 2 
J=—alosede=-—- asinz=-—-aVl1- = —Ya- 2? 
[72 


471. Auf dieses Integral kommt man z. B. bei der Aufgabe: die Be- 
wegung eines materiellen Punktes P zu bestimmen, der sich zur Zeit 
t= 0 noch in Ruhe befindet und nun von einem festen Punkte M mit 
einer Kraft angezogen wird, die umgekehrt proportional der dritten 
Potenz des Abstandes MP=x ist; außerdem sei diese Kraft der 
Masse m des Punktes proportional. Man löse diese Aufgabe. | 


Nach einem Grundgesetz der Dynamik (vgl. S. 13) ist 


wo £ die Zeit, k? einen Proportionalitätefaktor bedeutet und rechts das 
Minuszeichen steht, weil die Anziehung den Abstand MP-x zu ver- 
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5 kleinern sah ee man die Geschwindigkeit 4? ® mit v, so ist 


3 N , 
d’z dv dvdz daher 


ee re Fr ng 05 


oder 


RE ER 
gan: 


Ist zur Zeit =0 der Abstand MP=a, so wird, da zu dieser 


Y a . . . 2 2 
Zeit v = Ü sein sollte, die Integrationskonstante c, = — in 5 somit 


u 


2 


3 (2) - ei )- la, 72) 
und 


dabei steht links das Minuszeichen, weil mit wachsender Zeit (dt > 0) 
x abnimmt (dx <0). Die Integration ergibt nach Aufg. 46 


+aVd-d-hkt+e, 
und hier ist 4 = 0, da die Werte =(0 und 2= a zusammengehören 
sollten. Es findet sonach die Beziehung statt 


: x 1 ES BE WER 
aa — a) = Kt oder = +— Ya — RB, 


Man bemerkt, daß der Punkt nach Verlauf der Zeit t= a?:k mit 
unendlich großer Geschwindigkeit in das feste Zentrum M stürzt. 

Anders gestaltet sich die Lösung, wenn die Geschwindigkeit des 
Punktes P zur Zeit 2= 0 von Null verschieden ist. | 


48, Integrale von Differentialen, die Va? + x? enthalten, sind mitunter 
durch die Substitution x = a Sinz leicht zu erledigen; so z. B. 


0 ELLE 
+Vir® 


Durch die Substitution 2 = Sin z, de = of 2dz erhält man mit 


‚Rücksicht auf die Fundamentalgleichung &of?z — Sin’z=1: 


‚ J=faz=2. 
Nun ist a Me 
x - Eins I, Sf + Verl, 


daher Sins + SGohz=-e=- x + yet il unds- ua +YVri) 


=) 


So lt 
dx 
Ai + 7. 1+22). 
49 ur ‚t=mz, de=mdz, 
+V®’+ m? 


de a en | 
a Fe Ine+yr+1) In (# + 


und hierfür kann auch In e +Ve?+ we) geschrieben werden, wenn man 
— In m in die Integrationskonstante eingehen läßt, die eigentlich noch 
"beizufügen ist. 


50, I —, t=m6Einz, de = m Colzde 
x m t 


Iom[Einsde- m Cs + Vo rm. 


51. Man soll die Gleichgewichtslage eines dünnen, vollkommen bieg- 
samen und unausdehnbaren Seiles (Fadens) bestimmen, wenn dieses an 
. seinen beiden Enden A, B aufgehängt und der Wirkung der Schwere über- 
lassen wird. Das Seil sei homogen und habe konstanten Querschnitt; 
das Gewicht eines Seilstückes von der Länge 1 cm sei q gr. Ferner 
werde angenommen, daß die Enden A und B in der vertikalen «y-Eibene 
eines rechtwinkligen räumlichen Koordinatensystems liegen, bei dem 
sich die positive Richtung der y-Achse vertikal nach oben erstrecke. 

In gleicher Weise wie bei Aufg. 38, S. 21 findet man, daß die ge- 
suchte Kurve der Mittellinie des Seiles in der zy-Ebene liegt. An Stelle 
der Gleichungen (3), 8. 21 treten nun die folgenden: 


(i)  Scaa-co, d(Ssine)— gds-0, 


von denen die erste aussagt, daß die wagrachte Komponente der Span- 
nung in jedem Punkt der Kurve gleich groß ist, Ferner ist 


= =tga, daher Ssin@— Scos«- 
Mit Hilfe des Ausdrucks für ine Bogenelement. ds = Yaz? + En (vgl. 


Teil I, S. 154) geht’ also die zweite Gleichung A), wenn noch ® An Pp 
gesetzt wird, über ın 2 


ag -aVitr =(0 oder ae 
1 +9p? - 
worsus durch Intasrabn nach Aufg. 48 
De, np+yItM)-Lz+0 


Kettenlinie. a 9 


erörgeht Die kan C möge durch die Fasdernie be- 


EL stimmt werden, daß die Kurve in ihrem Schnittpunkt mit der y- Achse 


we 


wagrecht verlaufe: dann gehören die Werte z=0 und p—=(0 zusammen, 


j und man findet = 0. Setzt man noch 4:94= ns so wird 


VE oo p+Vil ee 
era Ni B- 
wo Fester ; 
daher en 
| d Diesen, | 
EL 
i g. (5) y- m Ci (-) +49- 2(er ne 


Sollen hierz=0 unddy=m zusammengehören, so folgt c, = 0, 
und man erhält 


(6) y- N "(on REN ”) = m bo (=) ; 


also die Gleichung einer Kettenlinie (vgl. Fig. 33, S. 67 und Teil ], 
8. 48). 

Die früher eingeführte Baal honskchatänte c, stellt offenbar die 
Spannung H im Scheitel der Kettenlinie dar, denn für «—=0 ergibt die 
erste Gleichung [6)) S = c,, allgemein ist also Scose = H=c, und 


(7) 8 == H.:060se, 


die hleinste Spannung ist daher im Scheitel der Kurve. 


Die Konstante m ist, mechanisch gedeutet, das Verhältnis dieser 


_ kleinsten Spannung zum Gewicht g der Längeneinheit des Seiles, 


m= H:g; daher wird die Spannung S an einer beliebigen Stelle gleich. 
gm:cona—qmyi+ -tg’a=gmyi+p°, wofür wegen und mit 


Rücksicht auf die fundamentale Beziehung 


Sp (=) - Sin) 1 
auch qm Co) (=) gesetzt werden kann, es ist somit, | 


(a) \ gg, 


d.h.: In irgend einem Punkt P der Kettenlinie (6) ist die Spannung S 


so groß wie das Gewicht eines Fadenstücks, das, dieselbe Länge hat wie 


h 22 I lan aha ka a a ee 5 
FR t 
“ 
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die Ordinate des Punktes P. Die vertikale a Y der Spannung 
ist natürlich 


(9) Y= Hig«e= H: &in () No Vz es 


52. Man soll die Gleichung der Seillurve ableiten, falls unter übrigens 
gleichen Voraussetzungen wie bei der vorhergehenden Aufgabe der Quer- 
. schnitt k des Seiles an irgend einer Stelle P der daselbst vorhandenen Span- 
nung S proportional sein soll, so daß k = c8 ist, wo c die Proportionali- 
tätskonstante bedeutet. | 

Das Gewicht eines Seilelementes ds ist dessen Volumen kds= cöds 
proportional, also auch proportional zu $ds, wir können dieses Gewicht 
gleich setzen. An die Stelle der Gleichungen (1) in Aufg. 5i treten 
"alsdann die folgenden: 


(1) Scos«e=c, d(Ssine) = — Sds. 


Auch hier ist wieder c, gleich der Spaunung 4 der Kurve ın dem- 
ı8 P 8 

jenigen Punkte, dessen Tangente wagrecht liegt. Trägt man $—= H: cos « 

in die zweite Gleichung (1) ein, so geht diese in 


über, und mit Rücksicht darauf, daß tga« - 5. ’-p undds=Y1l+p?dx 


ist, erhält man aus (2): - 


Hip- (1 + 2) da 


A ah, 
(3) - -/ ai = arctgp +. 


Nimmt man die y-Achse in solcher Lage an, daß sie durch einen 
Kurvenpunkt mit wagrechter Tangente geht, so gehören die Werte x=0 
und p = () zusammen; alsdann ist C= 0, und (3) kaun durch 


> 
(4) ?P- 2 -W%- 
_ ersetzt werden. Hieraus folgt 
(5) = v-/te(t tg (° )d« = — alncos — =+ C,, (vgl. Aufg.28, 5.80), . 
und wenn man die x-Achse in die eben erwähnte wagrechte Tangente 
verlegt, ist C&, = 0 zu setzen. Die Gleichung der Kurve wird alsdann 
24 
1 


(6) y= — alncos ler oder ee=-——. 
\ COS —- 
0 


2 


OR I Re EUREN TUR ur’ he 


_ Kottenlinie ieleiien Widerstanden N 


Man bezeichnet dieseKurve als die Keitenlinie gleichen 1 Widerstandes 2 


da eine solche Kette in allen Punkten gleiche Zugfestigkeit hat. 


Die Kurve (6) ist zur y-Achse symmetrisch und besteht aus un- 


5 n . f} ‘ . “ * x 
' endlich vielen unter sich kongruenten Zweigen, da die Funktion cos — 


die Periode 2a hat. Alle diese Zweige verlaufen oberhalb der x-Achse, 
und jeder berührt diese Achse an einer Stelle; die Berührungspunkte 
haben der Reihe nach die Abszissen 0, + dam, +4ax,... Der 
Kurvenzweig, der die x-Achse im Koordinatenanfang berührt und prak- 


tisch allein bei der Lösung et Aufgabe in Betracht kommt, hat die 


Geraden <= ar und 2 = — 3ar zu Asymptoten und liegt innerhalb 
des durch diese Geraden begrenzten Streifens von der Breite ax. Durch- 
aa % in diesem Streifen das Intervall von 0 bis z iR ar, so durchläuft 


cos. 7 das Intervall von 1'bis 0, und y— — aln cos — — geht von O bis 


+0. Die übrigen Kurvenzireige erhält man, Ian man den eben er- 
wähnten Zweig parallel zur x-Achse nach links oder rechts wiederholt 
um die Strecke 2ax verschiebt. 


I — 008% g% 
e 2 sin? — 
x 
de .d 1 
a u Ener 
ei: 2 co8’— 


55. Welche Formeln erhält man aus (53) und (54), wenn = 4 —# 


gesetzt, wird? 


Me le 4), uud a, (2-5): 


56. Welche Formeln erhält man aus (53) und (54), weun =; +32 


. gesetzt wird? 


Ss -- (7 +5) und } mt (r +3) 


Warum stehen diese Formeln nicht in Widerspruch zu den Formeln 
in Aufg. 55? 


1) Näheres über diese Kurve findet man bei G. Loria, Spezielle ulgebraische 
und transzendente ebene Kurven, deutsche Ausgabe von F. Schütte, 2. Aufl, 
2. Bd. Die transzendenten und die abgeleiteten Kurven, Leipzig und Berlin 1911, 
8. 209; H. Wieleitner, Spezielle ebene Kurven, Leipzig 1908 (Sammlung Schn- 
 bert, Nr. 56), S. 317— 918. 


Din geldey: Differential- u. Intepralrechnung. II. 3. Aud. 7 
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57. Unter Benutzung der in Aufg. 8, 8. 50 abgeleiteten Kbknel für 
f (&) ® 


f@) dx beweise man die Gleichung: 


Va und 
SINX COBT | 


i 
1 ae - —= Intge. 


58. Aus diesem Ergebnis soll die En) 


dx | 
J- In Be hr 


abgeleitet werden und HE 


Aus Aufg. 57 folgt 


und hier ersetze man 2x durch x; alsdann erhält man die erste der 
zwei zu beweisenden Formeln. Aus ihr ergibt sich die zweite, wenn man 
x durch 3x + x ersetzt. 


| sin x cos x 
Ye Same anen de 
N | Re ll uh) Bu u Baind; 
u Ef a cos’x + bsin’z da 2(b — a) In (a cos’ + bain?z). 


60. Mit Hilfe der Substitution x = cos2 nn Haez Rücksicht auf 
das Ergebnis in Aufg. 53 bestimme man er — 
(1 0, m 


J=— be VE, 


en 1—x 


Hierbei sind die Beziehungen 
eos4e=-Yi(l +cos7)-yill +2) 
sintie=-yV!(ll —-cos2)-yVIli-a) 


benutzt worden, die sich aus 2 = Co8z ergeben. 


und 


61. jsinmzcosnede, ach m und n beliebige Zahlen sind. 


N EEE LT RENTEN LAN TAT RE NN ME U EN. 
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Das Produkt sinmzcosnz kann nach einer bekannten Formel der 
Goniometrie durch 3 {sin(m + n)x + 3sin(m — n)x} ersetzt werden. 
Bram Se leicht, falls en ist: 


1 Pa - (u cos ” +n)z-+ — cos (m — n)x} - 


62. Die Richtigkeit der Formel 
| A e 
sin mx eosnzdz = 0 
zu beweisen. Si 
Die Funktion sin mx cosnx ist eine ungerade Funktion, das Inte- 
gral verschwindet also nach Regel 6, 5. 75. 


63. Sind m und % beliebige ganze Zahlen, so gelten die Formeln 


z 


sin mzsinnzdz—=(0, wenn |m|-F|n] ist, 
1 
=7#, wınnm-n, 
=—- 7, wennm=-—n ıst. 


Hier benutzt man die Formel 


sin mz sinn = 4 {cos(m — n)z — cos(m + n)x} 


und verfährt danu ähnlich wie in Aufe. 61. 
64. Ebenso beweise ınan unter derselben Voraussetzung über m und n: 


7 5 i 
| [eos m vos nzde=0, wenn |m|=F|n| ist, 
71 
=7, wınnm=-+n ist, 
= 27, wonm=n = (0 ist, 
Hier ist die Formel 
cosmzcosnz =! lcos(m Hn)x + cos(m —n)z) 


zu benutzen. 

Die Integrale in Aufg. 62 bis 64 ändern übrigens ihren Wert nicht, 
wenn man als ri ni SE nicht —ı und + x, sondern 0 a 
2x nimmt. 

Unter der Voraussetzung, daß m und n ganse Zahlen sind, heweise 
man die der Formeln in Auig. 65 bis 67. 


rk 
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a 


. 2m 
65. for MECOSNEÄL = ——;, wenn m—n Nand also nah 


ö m--n) eine ungeradeZahl ist, 
(0, wenn m —n (und also auch 


7t 


66. sin masinnzdz = 0, wenn |m|-+|r! ist, 
0 


1 
=;2, fürm-n, 


-—iy für m = —n. 
Si ’ ; } 
67. Jeosmacosnz dz=0, wenn |m|+|n| ist, 


0 
i 


=;7, wenn m= + n ist. 

Die Integrale in den Aufg. 62——67 sind wichtig in der Theorie der 
Fourierschen oder trigonometrischen Reihen (vgl. $ 11). 

68. Die von einem elektrischen Strom während eines Zeitelements 
dt geleistete Arbeit wird dargestellt durch das Produkt aus der elektro- 
motorischen Kraft E, der Stromstärke ö und dem Zeitelement @t. Bei 
einem Wechselstrom sei nun 


E= B.: sin (ot r p), i=Wwsin(ot-+ v). 


Man bestimme die der Zeitdauer einer Periode T= 27:0 ent- 
sprechende Arbeit ». 
Man erhält 
| r in ER f 
2 - [Bi dt= Es i fein (ot + p)sin(wf + Y)dt, 
; | | 


6 


und bei Benutzung der schon in Aufg. 63 angewandten goniometrischen 
Formel folgt | 


Fa 
P= Eu, [4 (es (pP —-Y) -—en2ot+p+Y)}dt 
Eh | 


an 


u 08 (pP — %)- ns a Isin2ot+9+ v1". 


Hier verschwindet das zweite Glied der rechten Seite der Gleichung, es 


bleibt 
E a 


De c0s(P — %). 


m-++n) eine gerade Zahl ist. 


Arbeit. eines Wochselstromen. “ BONN EN 97 
Bi { 69. Man Dersalne I co8 n% al B 
BR : (cos(m + n)zcospx + cos (m — n)zcospx} dx 


a 


tom to) + mem tnHp)2) de 
ern inn sin(m+n— p)z 
4 


m+n+p mrnn Be 
h \ sin(m -n-tp)e in mn +p)x 
EL Fmant Zutat 5 


Verschwindet eine der Zallenm tn +p,m n— p, m m—n +P, 
—m+nr-+p, so tritt in dem aear more 4x an Stelle des betreffenden 
Gliedes. 


10. Ähnlich beweist man: 


Ssin MESinnzsinpzt d& 
1 [em Hntme | em —n+p)e 
Oel —mtn+p m—n+p | 
| | cam --n —p)xr ee 
nalen muntp I 


Verschwindet eine der Zahlen -m tn +p,m—n + p,m+tn—p, 
m -+-n-+ 2, so verschwindet das betreffende Glied auch ın dem Inte- 
gralwert. 

71. Mit Hilfe der ale der teilweisen Integration beweise man 
die Formel 


I de — — . e sin”! rcosz en ami sin" ?rdx. 
| DE sin" Ir sin en = — sin"-Iycosc + (m — 1)/sin®-®2 eos zdx 
= — sinm- Ir cost + (m —_ 1) fsin®-®z dz— (m — 1) fein"z dz usw. 
Bei mehrmaliger Anwendung dieser „Rekursionsformel“ kann das 


vorgelegte Integral bestimmt werden, falls m eine ganze positive Zahl 
ist; für ganzes negatives m vgl. Aufg. 78. 


} 
3 | 712. Die Formel 


en f} 
Be. ) BL . m—i 
Be. | Seo" de = vor cos" -irzsnxc + = „fooon-t2 dz 


zu beweisen, indem man in Aufg. 71 die Größe x durch 4” — x ersetzt. 


EU TERT va EA a DE N Dr a N Ne DT Ma 1 7 BODEN ET ER TER Me 
ar OR ON RR Bi BE nt, ER NR j £ N 
LE TR, N 
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73. Seintz de. 

J= — isin’zcosz + 3 [sin®z dz—= — 1sin?zcose—$sinxzcosz +32. 
74. $ eas’zde. | 


Die Substitution sinx = 2 ergibt 


If - Mde=z2—2°4%2° — 17! 
oder 

| J=sinz{1l—sin’z-+zsinx —+sin®z). 

715. Ist m eine ungerade positive Zahl, m = 2n + 1, so lassen sich 
die Integrale in Aufg. 71 und 72 auch erledigen, indem man z.B. 

f cos?”"*!zdx durch fi (1 — sin?z)" cosz dx oder fi (1 —- "de ersetzt, 


wo 2= sin. ist, alsdann (1 — 2”)" nach der Formel für. die Binomial- 
reihe (Teil I, S. 88) entwickelt und hierauf gliedweise integriert. 


Zur Berechnung der Integrale in Aufe. 71 und 72 a man. ferner 
folgende vier F ormeln anwenden, die in der END, Analysis be- 
wiesen werden: 


2m 1. cos" = cos2mx + Bi cos (Om — 2)c+-- 
Si A Ye SL 


(— 1)". 22m I sm?m ge — 00os2ma — ( ”) cos (2m — 2)x 


+ ) cos (2m 2a +. +( 


Mm — 


0) 
7 


au en) cos (2m -Nr—...+(- 1}: ei "eos (2m —2)r +: 
He )etet hc e.{n), 
2en cost mt in = cos (m +1) + (” )oos(2m—1)a 
+ BR T ) cos (2m—3)C ++ ne n co8 (2m — OR Der 
+ =) 083% + er 3 ) C08 X, 
(— 1)” 22”. sint"t!g —- sin (2m +1)2 — a ) sin(2m — 1) | 
- er 2) in (m 3) a4. + (tt a) sin (2m — 2k+1)2+*.. 


+ (— 19 (0) sind + (— 1)” (5 ') sin £. 


5 a 6 BF a Bl 
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Ä | | 76. Mit Hilfe der in Aufg. 71 u. 72 zum Beweis gestellten Formeln 
 leite man die Gleichungen ab: 


1 1 
— zz —ırH 
i .2m—1 2m-—3 RU EN 
2m pr: 2m m PO EHE Bea a N ET Fe RE 
fan zdR— cos!" 2dx net gene 
1) 0 
und 
ae i 
F A Fr 
B) 2 2m am—2 E13 
4 zm+1 N 
4 fi »da — | co mi S3maı. BB 
4 f 0 () 
77. Unter Rücksicht auf die Ungleichung 
de | ur Ei 
3 : 
3 Jeinn-t2da > sintnada > [ein'ntinde 
0 


benutze man die Ergebnisse von Aufg. 76 zum Beweis der Formel von 


J. Wallis?): 
1 2 2 & A 6 "Br N 2m 2m 
; SUR IN BIT. Ben mil 
Man erhält 


2m—2 2m—4 ee 3m—1i1 ?2m—3 3 1 ee > 


2m—-i2m—-3 5 3 2m 2m— 2 40.3009 
> 2m 2m -— 2 ee 
mti 2m—1 5 3 
oder 

BD. ‚@m—4) (2m — 2) ‚@m—?2) 2m 7 

ı 33.5 . (@m—3 (m—3) @m—!) 2m—ı17 2 
en Lee 2m— 2 2m—2 2m. em 
LBS ED 2m—3 2m—1, 2m—1i ?2m+ı 


Die beiden äußeren Seiten dieser Ungleichung sind nur um den 


Faktor en voneinander verschieden, der für lim m = oo der Ein- 


heit gleich wird. | 
; 78. Mit Hilfe der Ergebnisse von Aufg. 71 und 72 leite man durch 
- die Substitution m —2 = —n die Formel ab: 


’dz 1 CO8 & + fl dz 
sin” Banner EN ein"9z 


und 
Ex 1 sin x n—2 dx 
| ee — nn +2 do 
co N—Ico"!z  n—1) cos" ?z 
F = ©%.:2) Arithmetica infnitorum, Oxford 1655 oder J. Wallis, Opera mathema- 


E* tica, Bd. 1, ar 1695, 9. 467469. 


100 86 Die er und einen Fanktionen. Su 


Ist n eine positive gerade Zahl, so gelangt man bei fortgesetzter u 
wendung dieser Formeln schließlich zu 


( de ke 
Ss -- oe ‚und erg =tgr; 


im Falle eines positiven ungeraden n gelangt ı man schließlich zu den In- 


‚tegralen 
| u | 4 1 dx 
I und en 
„J nz co8 2 


die schon in Aufg. 58 bestimmt wurden. 


19. Durch Anwendung der Methode der teilweisen Tnlagnilon sollen. 
die Formeln bewiesen werden: 


ter: da = u tar rer Eh "2dz 


und 
| fotzdz „fs u em j oh” 12 — I cotm Mrd. 
Man ersetzt. fi tg” x durch 
| con "tig 
i \ ; m—1 
| fi sin! 'z.cos""reinzdei= F sin'"'n. ——z,— dE 
ein” ty { 
——f[ sint?gcos!"gds, usw.; 


(m — 1)cos Ze 


in entsprechender Weise ist bei [eot"z dx zu verfahren. | 
Im Falle eines positiven ungeraden m, m = 2n + 1, gelangt man 

schließlich zu den Integralen figxa x und feotede, die schon in 

Aufg. 28 und 27 (8.80) bestimmt wurden. Es N sich 

| Ser zae-; Auen eo tg?" LASER tg?” = 37 +: 


In 


+ + Hl Dr Ztgic+ 1 Incose, | 


fer 


Im Falle eines positiven geraden m, m = 2n, folgt 
1 

ni ___ 

” 2n-—3 


+(— Ir un ie ee a Ba ae I. 


em 4 Ba 


Dam. Zn. A A Pe BE SA ed RE ED U ZN ET al h 1 1 3 a A TO HEN A A re BTW N 

7 Er, 70 ? a 5: , Air ar. Dr Bu a DR m [NT Brei nit ua Dh ER 4 hy f Fe 
\ id ‘ 

y in? 
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Insbesondere wird 
| Ste'zdz =tig7 — 2. 


i | 
| 80. Für I cos"7dx, wo m und n gange (positive oder nege- 
tive) Zahlen sind, sollen folgende Rekursionsformeln abgeleitet werden: 
h 


n-+i n—+1 


(1) J= ee de es f sin” +2y ae da, m-+— 1, 

{ | 2) Je — De 21 (sn ?rcoftirzde, n»—1, 

E- ' | 

f (3) J= ee . no sin”x con"-x.da, vo m+n#0, 

2 | | 

j “ J=— nn -r En f a cotzdz, m Znlade Ö, 
(5) J= u Ei + Pt 2 N sinn+tz cofzde, m+— j, 
(6) J=- — sin” 1 0000"? = un ernard sin" x cos"+?x Bi n+—1. 


Die Anwendung der teilweisen Integration führt leicht zum Ziel. 
‚Bei negativem m und positivem » wird man die erste, dritte oder 
fünfte Formel anwenden, bei positivem m und negativem » die zweite, 
vierte oder sechste Formel. Sind m und » positiv, so führt die dritte 
und vierte Formel zum Ziel, sind m und n negativ, die fünfte und sechste, 
Im Fallem +1=0 zeragen die Gleichungen (1) u. (5), das alsdann vor- 


liegende Integral I 0 74 läßt sich bei positivem % durch (3) redu- 
zieren; im Falle n + 1 —= (0) versagen die Gleichungen (2) und (6), 


Nr dx ist nun durch (4) zu reduzieren. Im Falle m + n = O treten 


an Stelle von (3) und (4) die in Aufg. 79 abgeleiteten Formeln. 


Nach mehrfacher Anwendung der Formeln (1) bis (6) gelangt man 
zu Integralen von der Form 


) ® « 

| ° : sın z f O8 

2 ei 2 
| da \ 

Ri I sin'zda, fcostzde, 
® sinz cosx’ N | 


E.. ‘wo k eine positive oder negative ganze Zahl bedeutet. Diese Integrale 
sind aber schon in Aufg. 6, 28, 27, 57, Ti und 72 berechnet worden. 
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. Häufig kann man Jein”z cos"cdz direkt, ohne Anwendung von 


Rekursionsformeln berechnen. Dies ist der Fall, wenn eine der beiden 
Zahlen m, n positiv und ungerade, die andere beliebig ist. Sei z. B. 
n = 2k RR 1, so wird 


ya) 
[sin"z cotrdr = / sin" 2 (1 — sin’x)*- dsinz, 


und dieses Integral geht durch die EN sin zz in fi "(1 —-2dz 


über, wo nun (1 — z2)* nach der Binomialreihe zu entwickeln und als- 
dann 7” (1.— 2°)" gliedweise zu integrieren ist. 


Ein anderer Fall ist der, wo m + n eine negative gerade ganze Zahl 
ist, etwa m Hn= — ak; alsdann setzt man tgr=2, de = 
‚erhält 


5; ——— dz und 


T/tgrz cos" Hr dx 4 x (1 + gta) de = PEN en 
Die Substitution cot x = 3 würde 
I=--/r(i+ „ar ds 
ergeben. 


Zur Auwenduug der in Aufg. 80 behandelten Formeln mögen die 
Beispiele 81 bis 86 dienen. 


81. sin‘ cos!r dx. 
Nach (3) in Aufg. 80 wird 
J= 1 sind cos@ + = sin'x. dx, 
wo nun das letzte Integral durch Aufg. 73 ai ist. Man findet 


T= }oos2 (sints — Leinte —Fsina] + Ar. 


Sostz ; 
82. Ta 
} sin“ x 
Nach (1) in Aufg. 80 wird 
1 cos’x 3 fcos’x 1 cos’ 
I ech ft int —.;z) de 


= — C cosa (ea + 3) ziatgzr. 
83. fsitz codrdr, inc=z, 


J= [2 1 P)d (2 — 22° + A)de=sin’z |} — # sin?z +isinte). 5 


wer me), 8 
. 


Potenzen von Sinus und Kosinus. | 103 


A cos? x i j 
| (1 — 2”)? ER 1 9% \ El, eu ; 3 
J 3, PL ds = (= 2+)de-— „.—2sinz+zsin 2, 
85 nr sin’ | t 
} EEE na re 
Be. If + M)de-tgr (4 + tige). 
} cos? x | 
86. =—- da, cotr=32 
sin X 


J= fa(1 +22) da = — Zeot!xz (3 + 2 cot?r}; 


die Substitution tgx — z würde 


J = a an 
tg’x cos!x 
ergeben, also 


87. Man bestimme Ssin”z cos®*zdx und unterscheide hierbei vier 
| 5 
verschiedene Fälle, je nachdem die Zahlen m, n gerade. oder ungerade 


positive ganze Zahlen sind. 
Nach 8) i in ns 80 ist 0 n > 1 


A: 


1 
2 n 


n—l1l N 
ii sin" zcoszde = —— J sin" x cos" "rd; 


ulm 


mtn 


bei ungeradem n>1 führt daher die wiederholte Anwendung dieser 
Formel auf 

1 

Kos 


n—i.n—3 2 Ua 
Zu ef fee Te nn ar U ın” 5 
mn mın—2 eL xcost dt, 


bei geradem n wird man auf 


BE RO En RR 
mfn mfn_-: El sin"z dr 


BERBERRREE a DER UBER Kapra la ER RE y KR EEE VERERNEN u 
Se, 34 


104 ‘$ 6. Die (rigonometrischen und arklometrinchen 7 Hanke 
geführt, Nm: ist 


1 P ; : : x 
Fl a | | 
sin"z cCBrdr = Aka 
N} | Wanda Bis 
Ä 3 Ye; 


wie die Substitution sinz = 3 sofort ergibt, während bei fi sin”. da 


nach Aufg. 76 die beiden Fälle eines enden und ungeraden m zu un- 
terscheiden sind. | 
So erhält mian: 


1 


= 


Ei | 
] | 
R am In+i IP wm: mm 0 a mn nn nn 
fon vos’ !'zda am anti m tan—i Amts mti? 
[') x r i j 
x | 
: | | In, 
ne, an zn — 2 Ph 1 
nt MN SuH+i RER 2 NE Van ER SE Re a a a En 
fen Hedi da 2m +-2n +2 2m-2n 2m+s ?m-+ 2 
[17 i e 
1 nm! 
2 mtn+ı? 
-1 & 
3" 
sin?" 2 cos?"x de. 
2n—1 en —3 1 2m —1 2m —3 a3 ıi x 
u mn mm mn 0 I PT —_— m zu, 
2m+2n 2m-+2n — 2 2m+2' m 2m—2 4 2 23? 
Be } An 
8 ? 
Jsint=ttz cos’"xdx fan cosimtirdz 
0 | | 
2m 2m —?2 2.2 mol 


 gmtinti imtin-i In+3 3afı' 
Die vorstehenden Formeln sind bei Aufg, 88 bis 91 anzuwenden. 


La 
;” “ 
h 4.2 8 
4 dr SIE mn BE —— 
88. Jeintz cos'24: Re er apa 7" 
6 
# Be 
89 sin’x cos’ dx = BRRe BLN 
L 10:8 40 
ö 
a 
3: 
b-3-8 P. 4 3 £ 7 dr 
4 6 ER Bi, N Dacia 8 a 
90, Jsintzeost2d2 een 
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e% 
| y.* Et 
g 8.6.4.2 128 
| 92 cos4 Pi a u 
91. fen Aue 2 Zu rer 15015 


0) 


wor f am are tg? dx, wo m eine ganze positive Zahl sei. 


rn areas Sara de 


Die Substitution x tg 2, = arcigx ergibt dz = a ‚ womit 
‚die Integration auf Aufg. 79 zurückgeführt ist, 


| 87, | 
Weitere Beispiele 
zur Integration transzendenter Funktionen. 
1. Man beweise die beiden Formeln 


** (acoabr +bsinba) 
a? E—- b? ’ 


A=jeroosd: bzda = 


J, — fersin badı — ee een, 
indem man auf J, und J, die Methode der teilweisen Integration an- 
wendet. Durch die so entstehenden zwei Gleichungen wird je eines der 
beiden Integrale auf das andere zurückgeführt, und die Auflösung dieser 
Gleichungen nach J, und J, ergibt die gewünschten Formeln. 
2. Unter der Voraussetzung a > 0 sind die beiden Formeln zu be- 
weisen: 


» ® 
Ser wsbadz- und Je rind242- 
Q 


b 
+ + 
# 


Nach Aufg. 1 ist 


| a2 
(acoabx— bsin br) 
-az EREIUE, 2 rer 
fe: cosbxr.dz lim #- | Aw, re en 


‚a re ab 

Da e”*” für lim x = 00 nach Null konvergiert, während cos bx und 
sindbz für z= oo keinen bestimmten Grenzwert haben (vgl. Aufg. 26, 
8,80), aber in ihrem ganzen Verlauf nur Werte des Intervalles von — 1 


1 a a Sa NE N a Sl a kan Air SER 2 EB ZB Hakan EL ELLE ELTA BEN RE ZA ER E3 
SER ar RE a a Ka TR Ä BR \ \ 
net a a ı Ir “6 META (6 j 4% 
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bis + 1 annehmen, hat das erste Glied der rechten Seite der letzten 
RUE den Grenzwert Null, das Integral somit den Wert a: (a? + 6). 


' Analog ist das zweite vorgelegte Integral zu behandeln. 


3. f ersn’zda. 
ae gas (1 — coa2r) de = I ee _ 1 (ar cos 2adz 2 
ee 7 : 2a 2, in 
1 e*”(acds2x + 2 sin 2x) 2  e**sina(aein® — 2cosa) 
2a 2 a?+4 ala? +4) a? +4 


4. Darch welche Substitution läßt sich 


@ 


je arc sinz /y 


auf ein Integral von der Form J, in Aufg. 1 zurückführen? 
Man setze arcsinz—=2, 2 = sinz, so wird J= — fer’ cos: de. 


5. Für f: a" sinzdz, wo m eine ganze positive Zahl sei, eine Re- 
kursionsformel abzuleiten. 


» f) 
Sa” sin x da = — 1"c08c + m|ar-1cose dr: 
analog wird | 
Sa" cos2da = "sing — m|ze 3 sinzdz. 
6. (are sinz)"dz, arcsint=2 z=sinz, 
N M 
>» 
NONE Te” c032d2. 
N; sin Vrda, Yı=z, da= 32ds, 
ns } [ N > 4 
J == By sinzda = 3|— 2’cos2 + 2 fs c082d2 Ä 
.@/ 
= -- 3zlcosz + 628in s+6c0s2—3[(2 — Ver) cos Vı+ 2yz sin Ver 
Bi SaretgYzda, = 2, da — 22d2, 


le —— de. 
— z’arc tg2 ff 1— u, ) da um (z + N)arctgVYz -Vr. 


9. Zahlreiche: transzendente Differentiale können durch eine Sub- 
stitution in algebraische verwandelt werden. Es sind dies z.B. alle 
Differentiale von der Form f(#) - u’dx, wo u eine transzendente Funk- 


us 
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tion (x) von x und f(u) eine algebraische Funktion von 4 bedeutet; sie 


werden durch dieSubstitution p (x)==2 in f(2)dz übergeführt. Man mache 
sich dies klar bei den folgenden Integralen, die, von etwaigen Zahlen- 


® faktoren abgesehen, sämtlich in Integrale von der Form = f(e)dz ver- 
wandelt werden können. 


| Ire3 e""dz, [ran ) A da, [rein 2) cosx de, 
‚[rtos x) suncde, rt £) urzd 4 ren 2) 4 


k Ä dx 
‚Jr @resin2) ae ‚f(are tg) ee 
Hiernach löse man die Aufgaben 10 bis 12. 


10. fa 2)” nn hr- 8, 
I= [Ad-2#= (Ina) 


11. 0 anc+b=z, 


1 Seas > Vlalne ZIP. 
\ dx | | Ei dx 
12, rer b’sin’e  ) (af bFtg!z) costz’ tgo=?g, 
Il alias = Zweig (??) (nach Aufg. 17, 8.79) 
era 87 uig. 14,0. 49). 


J= a arc tg (+ 1g=) 


k Va dz ’ de 
13. De Ergebnis wende man auf nemy: und | iFenn an 


As ke (a de rt 
1-+ cos? 2cos’z + sin?!z’ N ve 1+cos!e v2 (v5); 


u. . od: 1 5 
„ähnlich findet man f an iR arctg(Y2tge). 


Er: 14. Sei Fi, 


’ U I Y Pe 
J= fer Pen E ur — jene " IR arc tg 021 — kötgr), nach Aufg.12. 


DEREN ARSCH BR NaIN Le a 
EN VE FA vE ” 
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Be | 2 
Be iR werner 


1 x 
Szene) 


16. f -— — - dx, wo m eine ganze Zahl sei. 
U! + — 


Durch die Sabekifution. = sinz  kolgt J= - (sinng dz, womit das In- 
 tegral auf Aufg. 71, S. 97 oder Aufg. 78, 8. 99 zurückgeführt ist. 


1—x 
17. rn X == 0092. 
x 


Hier wird 


1—-z=2sin ee 


= [u ‚ se 
So Be 2 sin? z dz 
oder 


J= An )d=sinz —e= ri 1 — 2? — arccosz. 


18. f a — uhaige, wo p und q ganze positive Zahlen seien. 


Mit Hilfe der Substitution x = sin?z erhält man 


B* 
A 


J=2 A sin?e-1g u de = rau ‚ nach Aufg.87, 5.104. 


Übrigens folgt aus diesem in p und q symmetrischen Kroabiie, daß j 
fr- (1 — de fa (1 — apr!da 


ist (vgl. Formel (6) in Aufg. 4, 8. 74). Als Funktion beliebiger positiver 
Größen p und q betrachtet heißt dies Integral das Kulersche Integral 
erster Gattung; es wird durch B(p, g) bezeichnet; vgl. auch $ 14. 


88. | Ä 
Integration der rationalen Krakau 
1. Die rationale Funktion 


(1) 9  AETHMT Tr FT A 
Fa) bar+ba@nit.. +bn1c 4b’ 


der udn Funktionen. Ei 109 ” 
bei der die ganze Funktion f(z) von niederem Grad sei als F(x) (m<n, 
echt gebrochene rationale Funktion) und überdies 

(2) Fa)=b"+bari+.. +5, ,c+b, 

bla — ae 5). (ah). - (m) 


nur reelle, ungleiche Faktoren hat, von denen keiner in f( =) a Faktor 
enthalten ist, a eine Partialbruchzerlegung: 


| TR) 5° L 
8) Fo za st 4at IE Rn 


Zur Bestimmung eines beliebigen Aalen, z. B. H, dieser. 
Zerlegung unterdrücke man bei 


fa) _ fi) 
F(«) b@—-a)@—b).. .(@—h)...@—D 


im Na: den Faktor x» — h und setze alsdann in die übrig bleibende 
Funktion an Stelle von x die Größe h. Das Ergebnis dieser Substitu- 
tion ist der Zähler 7, der zu dem re) mit dem Nenner z— h 
gehört. 


.) Übrigens ist H Auch gleich f ): F'(h). 


Zur ey der a oE (3) ist also die le 
der Größen a,b,...h,...!,d.h. der Wurzeln der Gleichung F'(z) = 0 
erforderlich. / 

Offenbar erhält ı man aus (3): 


(4) f# Be da= Aln(#—a)+Bin(@—b)+ + Hln(@—h)+ +L(@-)) 

Die Koeffizienten von f(x) und F'(x) werden hier und im folgenden 
als reeil vorausgesetzt. 

Ist in der Funktion (1) der Grad m des Zählers größer oder ge- 
rade so groß wie der Grad » des Nenners, so muß man vor Anwendung 
der Partialbruchzerlegung f(x): f(x) durch Division in eine Summe 
aus einer ganzen und einer echt gebrochenen Funktion verwandeln. 

2. Da die Koeffizienten von 7'(r) reell sein sollen, enthält F(x) 
neben einem komplexen Faktor z—a, wo a=a--iß ist, auch den 


‚konjugiert komplexen Faktor 2— « +:iß. Die infolge dieser beiden 


Faktoren 2&— «a —iß und 2— «+ iß auftretenden Integrale der Par- 
tialbrüche 


z—a—ib " z—a+iß 


® (5) | Ä an | AR: 


ergeben zusammen bei der Integration den Ausdruck 


( ) Di Alnf(e = a)? + 2] — 2 Baretg a 


Dingeldey: Differentiat: u. integralrechnung. 11, 3. Aufl. 3 


SE ERTL AD RTL a ee a eg ee 
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dabei ist der Zähler A + B des ersten Partialbruches in (5) gerade so 
zu bestimmen wie bei einem Partialbruch mit einem reellen Nenner 
x — a (vgl. Regel 1). 
Die zwei durch die komplexen Faktoren 2 —i Bund z—u+iß 
‘des Nenners F' (x) veranlaßten Partialbrüche lassen sich auch in der Form 
a 
(0 — «)’-+ P? | 
zusammenfassen. Das zugehörige Integral geht durch die Substitution 
T—c=zın | 


[Met Ma+N ,_ (Made re 
M:+M ER 


+ Pf N en 
oder ın 
> Min (@ + 8) Be - Nee tg — i 
über, man hat daher 
Mz-+-N _ INES Ma-+ N z—u 
(D) Ne as mer M In | &) + 8°] + - 8 retg 5 


3. Es sei wiederum f(x) in (1) von niederem Grade als F’(&), aber 
F(x) enthalte mehrfache reelle Faktoren, so daß etwa 


(8) F (x) = b,(2 — a) (& — bb)... (a — 0 


ist, wobei natürlich auch einige der Exponenten «, ß,...A gleich 1 
sein können. Hier ergibt sich eine Partialbruchzerlegung von der Form 


4 A SR IA 
9 fi) eg Er. IR « 
© Da u er Sen 
B, BR B 
be 3 RN SR N er 
% (x — d)R e (2, — Ei ® zb 
I, re I. 
Ta a 


Zur Berechnung einer beliebigen Koeffizientenreihe, z. B. der 
A,, As, .. A,, unterdrücke man bei f(x): F(x) im Nenner F(x) den 
entsprechenden Faktor ( — a)" und setze in der übrig bleibenden Funk- 
tion x gleich a + h, ordne Zähler und Nenner nach steigenden Potenzen 
von h und dividiere nun mit dem Nenner in den Zähler. Das Ergebnis 
dieser Division ist eine nach steigenden Potenzen von A angeordnete 
unendliche Reihe, von der man aber nur die « ersten Glieder, also die 
Glieder mit A°, hl, h?,... Ah“! braucht. Die Koeffizienten dieser Glieder 
sind der Reihe nach bzw. Bas A, As an 4 | Si 


a’ 
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Man könnte auch folgendermaßen verfahren: Setzt man 


F@)=- (2 — a" F,(), 


oo goist f(z):F, (x) die nach Unterdrückung des Faktors (2—a)” des Nenners 


un a a 


un Dun nd eh 2” 1 2) Di En 
; < ö 4 


von f(x): F(x) übrig bleibende Funktion, die mit p(x) bezeichnet 
werden möge. Statt nun wie vorhin g(a ee h)=fla+th):F,(a+h) 
durch Division nach steigenden Potenzen von k zu entwickeln, könne man 
auch diese Entwicklung mit Hilfe der Taylorschen Reihe (vg). Teil 1, 8.77) 


he 


(10) g@a+h)=pla)+hp (a) +59 (+ + + Pa) + 


ausführen, von der man — wie vorhin erwähnt wurde — nur die « 
ersten Glieder braucht. Bequemer ist jedoch das Divisionsverfahren, 
denn die Bildung der höheren Ableitungen von p(r)=f(x):F,(z) ist 
zeitraubend. 

Auch die Methode der Koeffigientenvergleichung führt zum Ziel: 


Man macht die rechte Seite der Gleichung (9) gleichnamig und beachtet, 


Er m ala BR. (2-08 nach (8) gleich F(z) ist, Nachdem 


. die Nenner der beiden Seiten von Gleichung (9) einander gleich ge- 


macht sind, müssen auch die Zähler übereinstimmen, und zwar für 
alle Werte von x; dıe Koeffizienten gleicher Potenzen von x müssen 
daher einander gleich sein. Setzt man sie einander gleich, so er- 
hält man gerade so viele ae Gleichungen mit den Unbekannten 
ANA RE, BB ds Le, L, wie zur Bestimmung 
dieser Unbekannten ed sind. Die vorhin zuerst beschriebene - 
Methode der Division führt meist rascher zum Ziel als die Koeffizienten- 
vergleichung. 

Die Integration der Summe (9) der einzelnen Partialbrüche macht 
keine Schwierigkeit (vgl. Aufg. 5, 5. 50). 


4. Mehrfache komplexe Faktoren des Nenners F( x) ın f (@): F(z) 


- geben Anlaß zu Partislbrüchen von der Form: 


Ms+N M,c+N, M,c+N, 
A) Beat at rel 


- oder auch von der Form: 


BB AB ALENR, A—iB, 
en Teure tet ee 

A, iD, A, —iD, 

een 


te 


-F 


Die in den Zählern auftretenden Konstanten lassen sich durch die 
Methode der Koeifizientenvergleichung bestimmen, bei der zweiten Form 


auch so wie in Hegel 3 bei mehrfachen reellen Faktoren des Nenners 
$ gezeigt wurde. 


8*r 
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Die ats en e eines Partialbruches wie 
M, =-+ N, 
orte 
erfolgt am besten mit Hilfe der Substitution 2 — a ßs; man erhält 
alsdann 


as = u ER a A 5 

wo > das letzte Integral gleich | 

| _M Kay 
BRER—ı) (Fa 

ist. Das erste Integral ist mit 


(14) | on ) 
wofür auch | 
Item, de 1 _.rde 
d+7N” Juri (1 +2" 
gesetzt werden kann, sofort erledigt. 
Hier ist | 


arte a . e-hatsp 


an — KEY a tom I mens u Br 
daher folgt | 


5 de N 1 ser ' 
om f ee Sen A+3s9*- Gr tee 2(n—1) d+spt Ai 
z a dz 
nn. a ya | (A-fep-i' 


Dial diese Rekursionsformel wird das Integral (14) mit dem Ex- | 
ponenten » im Nenner zurückgeführt auf ein Integral derselben Art mit 
dem Exponenten n — 1 im Nenner. Wiederholte u; der Formel 


führt schließlich auf Fe is 


Ein anderes Verfahren zur Bestimmung von fr Hop besteht da- 


rin, daß man dieses Integral durch die Substitution z=tgu in a, F 
S 08°*-"udu überführt. . 


= arctgz2. 


x NER RE A N ze BE ART Er 
Mer ir Korn N N n N j 


SE IN ka 
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A) Der Nonner der rationalen Funktion hat nur reelle Faktoren. 


Beispiele. | 


ä N 110-4 | 8 | | 
FR L Seth da n + )demBinle Hin +4) +0 
| meet) 


Dh 
ei Pe, -/\ Karen a) oT Umfe2ze] 


70— 43 2 
3. u Be de -/ı ke I dr 2in(e-1)4öin@4)+InO 
ER -hn[C@- Te]. 
2 ee 3% an Fabate' 
% Man unterscheide hier drei Fälle, je nachdem die Wurzeln %, %g 


der Gleichung a2? +2bx +c= 0 reell und verschieden, komplex oder ir 
einander gleich sind. 


Im Falle reeller Worabln (# _ ae>0) findet man mit Hilfe der 
BREUDEUEOR eenne, 


Br | 2 a 
“Er lee ee NR En PIE aa +0 


E Im Falle komplexer Wurzeln (b?— ac < 0) schreibt man das 
; Integral in der Form 


| d 4 
E. re ET yar= un th re 


08 


Im Falle einer De ze—b: Mi = — b!= 0), wird 


E Be +41 — 9 4 7 
Re A -/ Br =+3 1 2- so) de 


-Alnle- 1) Tin (e+3)+5ln(c— -M)+1n0- Be 


+ 


Re | | 
age 5” ii a ade 


18. a 
"ei taten 


m Se har ne mtr a ie 
8. Sessete /t ap Seomtr- er | 
Tee len = 
ae 
| a ' nn. tin +30. 


eo — 60° + 92 +7 — 3 U 
10. ee BE b). de (| er 


+ln(e—-5)+C. 


ee hi CD IR Re Se 
er JE — 3e+ eidu| (ve ant saraplde 
Ten are 
4 52°— 102°? — 35 -+5 
lea 


- (ie Be ee wineetneer we 
13. nn 7 tan Hd 
N a 


c—5 
ae mer mr. 


a a u 


—15 N 2, 
ze oe re. 


xt 32° +82 —6 
18 I _; Ef gr 


iR 


= ls 


7: 2a Bl 
ee re 
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16. Man zeige, daß jedes über ein transzendentes Differential er- 
.  streckte Integral von der Form 


 ffeein X ,.c08 z)dz, 


wo f eine BISCbFRIGORS Funktion von sinz und cosz ist, durch die Sab- 


stitution tg +2 = 2 in ein Integral eines algebraischen Differentials ver- 
wandelt Werden kann. 


Man findet 


RE) 2dz 
SNK = 


. de 
1-+2? br 232 1i-+2? 


17. Die vorstehend erwähnte Substitution ist auf. 


dx 
a+ b c08% 


"anzuwenden. Hierbei zeigt sich, daß man zwei verschiedene Fälle unter- 
scheiden muß, je nachdem a — bunda-+b an von gleichem oder 
entgegengesetztem ‚Vorzeichen sind. 

Die genannte Substitution ergibt 
| dd 
= JaFrFege 


A) 2 sei >0, etwa — -M, 


= : 
Hier wird. 


eh uf Dr ya (v: +18 3): 
nach Aufg. R Ss. 79. | 


B) sei <0, etwa = — KR. 
Hier wird | 


I- 2 dz 2 fi - da Ben 
—arb/i HAT  ar+b)/Ükz—Nket+) 
AN ie! N 0 
ae he en de 
er /(,_3 0,5 A ren y 
” nn V=aw2+ysF2 
TE ee ern ST SOON ET FE RATE PRSEEETENSERET RT IRE 
ee Ne Vzawsvire 


oder also 


J= — 


_ Die Fälle a—b unda— — b sind schon durch Aufg. 54 und 53, 3. 93 
4 erledigt. 


a 


P 
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N dx | 
18. Se 


Aus an Ergebnis von Aufg. 17 ae für ı pen 2p- = b 
. sofort | 


i—p ?2 
den. EL. p+1 a. 
m a ST, ST nah RT}, 
() 
wenn p>1 ist. 


Im Falle p <1 wird I= 2, is ja; p = 1 ft auf Aufg. 53, 8. 9. 


Ä cosrdr | de 
20: | fx co8 © An: ft 


+5 cosz 
zurückzuführen. 


a 
Offenbar ist | 


x a ; dz 
dir he a4 FESTER hier ° A 
at cosz 
21. wi f iTanoafuı 
wobei O<a<1 sei. 


+ fIda, a1 dx 
I ine de 


Be 
2 
-a@eth) 


\ —1 | Be 
wenn arc tg ( eig tg =) = ß, O3 tg =tg ß gesetzt wird. Bei An- 
wendung des Additionstheorems für die Funktion arc tg (vgl. Aufg. 14 
5. 78) erhält man 


a sin 
TR ne 
| de 
22. | | . a+bcoax-+esinz 


Dieses Integral führe man auf das in Aufg. 17, 8.115 behandelte 
en zurück, indem man b=mcose, c=msin« setzt, während 


—yVb? + c® ist, wobei der Wurzel das Pluszeichen ar werden 
kan. Man erhält | 


ke pad de 


at mes —e 


.s 8. 18-14. 


’. N N OR: 7; 
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1 
Ira gl %, 
6 ın“ x 
0 


Hier wird mit Hilfe von 22 = g: 

| 12 d Br d 12 | | 
r a En. 10. mie 

1 jet Be een [reg Y 283 = 07V‘. 


"c+sinz RA 
24. en, ie 8, 


23. 


J= rergı nn are „de=2sareige-a1gt 


2 coat 5 
Hieraus folgt leicht 
Srasde- rt + 2 In cos 


25. Ist f eine rationale Funktion von sin& und cos x, die sich nicht 
ändert, wenn man x durch £ + x ersetzt, so geht das Integral 


Sreinz, COS x) dx 


durch die Substitution tgx = z (also nicht tg 5x = z wie in Aufg. 16) 
in ein über eine rationale Funktion von 3 erstrecktes Integral über.‘) 


' Dies soll gezeigt werden. 


Aus tgx = 3 folgt 
sine=2:YVi1-+2, caxz=-1:Y1+2%, de=ds:(1+2). 


Die Funktion f(sin z, cosz) geht durch die Su stunen in einen Aus- 
druck von der Form 

RF- 

virs 

über, wo R und $ rationale Funktionen von z sind. Wird nun x durch 

x +7 ersetzt, so bleibt tg%— 2 ungeändert, aber sinz und cosz ändern 

ihr Vorzeichen, also muß man auch bei Y1 +2? das Vorzeichen ändern, 


man erhält 
fi (sin (x + x), coR (© + x)) 


1) Ch. Hermite, Cours profess6, x6dige par or 8. Aufl., Paris 1887, 
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oder (nach Voraussetzung) | 
| 5 


f(sinz, cr) = R— 


vir® 
sa RN” 
Da \ vi 2 y2 
f(sinz, cos&) = R(z). 
» dx } 
Ei f. +-bige’ 
man wende die Substitution tgx == z an. 


dz 


en ren 


geht drah Darkulbrehseclbentie in 


a-—-bz .b? 
ö le Far t Wr nn de 
über; man findet leicht 


I ee en 
ii ur acosc + bsinz 
= agmla gr cos? x nd .c08 2 =} 


- plan + en) EEE. 


Das vorgelegte Integral läßt sich auch durch die Substitution 


a=msina, b=mcose, m=+YVa?-+D? ‚erledigen; man erhält näm- 
‚lich aledanı Ä 


ER, i Netz de 
 +Yar+d2) sin(@+0)’ 


woraus mit Hilfe von & 8 a2, de= de der Ausdrück 


1 6082008 + sin z sin « ; RR RER 
J | ss Varıı: f Bee : di= on 5 (eselusinze+ zsin.«) 
hervorgeht usw. % | 
21. f- IE ___I _ far — bin(asing+bcos2)}- 


Ja+botz a°’+b 
H = 
28 Sr N 
 ,J asinx + %bsinzcosz-+ ccos!x’ 
man setze tg = 2 Ä 
.dg 


Hier wird J ums rer ) 
Ss. 113: behandelt wurde. 


ein Integral, das schon in Aufg. 4, 
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29. Man seh die Formeln beweisen: 


A 2 


Yb— Ya 
( a en RN re ee Ama 
pi a+ba’)dz Eln(a+ x?) 2x + ——, In EV =, 
wo die untere oder obere Gleichung gilt, je nachdem @ und li gleiche 
oder entgegengesetzte Vorzeichen haben. | 


Für beide Fülle ergibt die Methode der teilweisen Integration 


J=xlu(a+ba?) — 26 am eln (atbar) — oft 
dx 


-zln(a+dx”) 2 fr 


Das nun noch zu berechnende Integral ER im wesentlichen schon irn 
Aufg. 17, 5.79 behandelt. 


1 
BER, Air 
2 > 
a? sin? x 4 b? co; 7 
a*sin?z-+Hbico!?z " at bi 


a 
 batber) da 


30. 


Diese Formel soll bewiesen werden, indem man den Integranden 
mit Hilfe der Substitution tg x = z in eine rationale Funktion von 2 
verwandelt und diese durch Partialbruchzerlegung integriert. 


©. 


> "at br N di a fe 
\ DEE +, air" ar) ir 


m 1 7 1 ee) a 
are toren aerp 
\ dx 
an | ı be 
Net 


Wäre der Nenner des der e +e””, so würde man auf 
arctge geführt (vgl. Aufg 22, 8. 79). 


sinz ; 
32. F LET da, anna, 
CoB x- 
BR ) 22? | 1 1 
e 1-/ der lem 23(2—1) en, 


Bir; ; 1 in Er 
ER _ 
$ 2 REF x 


— arc tg Ysinx. 


| RE 
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33. Die Gleichungen (3), 8.109 und (9), 8.110 zeigen, daß die Inte. Ri 
gration einer rationalen Funktion f(x): F(x), deren Nenner keine kom- 
plexen Faktoren enthält, wieder auf rationale Ausdrücke und außerdem 
im allgemeinen auf Logarithmen führt. Enthält 7x) keine linearen, 
sondern nur mehrfache reelle Faktoren (e—a)*, (e—b)P, ..., (2), 


so kann es vorkommen, daß einige logarithmische Glieder fehlen, vgl. 
z.B. Aufg. 11 und 14. Man soll untersuchen, wann dies eintritt. 

Offenbar müssen die Koeffizienten A,, B,, ..., L, in Formel (9), 
S. 110 teilweise oder sämtlich verschwinden. Die Bemerkungen zu Gleı- 
chung SL S.111 zeigen, daß A, mit 9(*-V(a) verschwindet. Analoges 
gilt für B,: Setzt man Fa)= = (e— DW F,(x) und d(&) = f(x): F, (2), 
so muß yo-00) — 0 sein, wenn B, verzchs indbn soll, usw. 

34. Ist f(x) eine ganze unkian deren Grad kleiner als n ist, so 
erhält man 


oe 
= -2 
(x — a)" (rn — 1) (& — 0)” (n — 2) (2 — a)” 
f* (a) a f (a) 


—+ . 


2! — 3) (2 — a)" ® ae 
fa Pr ı@) 


0 Dow mm LL  n — 


n—)la—a) ' m—1)! eh 


Dies soll bewiesen werden. 

Die Partialbruchzerlegung des Integranden ann nach Regal; 3: 
ar; 1a) 8 1.0) f(@) ' 
(a-a" (—a)" a = I 3 


pe? ON 
ae a n— 1)! x — a) 


35. Man berechne 'hiernach 


at — 4a? —2r 41 2 
| (x — 3)? : 


ad = an ar ae 


36. Nimmt die ganze Funktion f(x), deren Grad <n—1 sei, für 
z=7,&2=%,..,%=z, die Werte f(z,), f(@),..., f(x,) au, so 
läßt sich f(x) in der folgenden Form darstellen: | 


(1) 2 fl 34 “HE — %):: en | 


(© ET ke eh: Teer): SORT Zn) 


Diese Formel soll unter Benutzung von Regel 1, S. 108 f. bewiesen 
werden. 


wobei 


y=y. 
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FE Nach (3) in Regel 1 ist 


r@) 20). Daher 


Fia)=e@—-2)(@- 2). @- 2), Alla): ed; 
daher wird 


fie) -Ir (2) (2 nr CE 


| Mit Rücksicht auf 


REN 
@—%) 
Kae | | 
Fa) = ce. - 3) a) (1) (u N + (2 2,) 
erhält man die zu beweisende Formel. 
Setzt man f Sk Y, fa) = Y,, so, stellt 


(2). 1 Ding Ban) Bm Ja) Ran 
(2 ak 


a (&—%):: (9-1) (TE — Br) (0 — u) 


- ca — 2n)(@- I (2 Tags AlCze Be (a 2 


die Gleichung einer Kurve (» — 1)'* Ordnung dar, die durch n gegebene 
Punkte mit den Koordinaten x,, y, (k=1,2,...,n) geht. Dies ist so- 
fort ersichtlich, denn für <= x, reduziert sich "die Gleichung (2) auf 


' Die Anordnung der rechten Seite von (1) oder (2) nach Potenzen 
von x liefert eine Gleichung von der Form y=9(x), wo g(x) eine ganze 
Funktion (a — 1)' Grades darstellt; Kurven, deren Gleichungen eine 
solche Gestalt haben, bezeichnet man als Parabeln höherer (hier en 
Ordnung; vgl. auch Aufg. 28, 8. 8. 


Die zuerst von Lagrange!?) aufgestellte Formel (2) wird in zwei- 


'facher Weise angewandt. Wenn man, z.B, auf Grund von Experimenten, 


weiß, daß den Werten £,,2,,..., x, eines Bereiches der Veränderlichen & 


‚gewisse Werte %,, Ya, ..., Y, einer Veränderlichen y entsprechen und 


_ wenn man glaubt, die allgemeine Abhängigkeit der Größe y von x durch 


eine Gleichung von der Form y= f(x), wo f(x) eine ganze Funktion 


 (n—1)" Grades ist, wenigstens angenähert darstellen zu dürfen, so 


0 un, 3 


kann man hierzu die Formel (2) verwenden. Mit ihrer Hilfe kann man 


für beliebige andere Werte von x des Bereiches die zugehörigen y aus- 


IL; re im Journal de l’Ecole Polykeaknigne, Bd. 2, cah.. 8 
8. 276f.; Oeuvres, ed, par J. A. Serret, Bd. 7, Paris 1877, 8. 285. 


/ 
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rechnen oder einschalten, und da dieses Verfahren als Interpolation be- 

zeichnet wird, heißt die Formel (2) die Interpolationsformel von Lagrange. 
Ob sich nun gerade eine ganze Funktion am besten für die Berechnung 
. der zu interpolierenden Werte y eignet, wie soeben angenommen wurde, 


ist eine andere Frage; es kann. sehr wohl Fälle geben, wo eine ge 


brochene rationale Funktion oder eine Exponentialfunktion oder eine 
periodische Funktion (2. B. trigonometrische Reihe) den gewlu chEE 
Zweck besser erfüllt. 


Eine andere Art von Anwendung der Formel (1) oder (2) ist fol- 
. gende: Eine Funktion /(x), die aber nun keineswegs eine ganze Funk- 

tion sein muß, söndern vielleicht einen recht komplizierten Bau aufweist, 
aber-innerhalb eines gewissen Intervalles eindeutig, endlich und stetig ist, 
sei gegeben; man weiß überdies, daß sie für die Werte v—x,,2,,..., 2, 
des Intervalles die Werte %,, %5, .. ., y„ annimmt. Es fragt sich nun, _ 
ob vielleicht auch bei anderen Werten von z, die dem Intervall ange- 
hören, die Gleichung (1) eine genägende Annäherung an die Funktion f (2) | 
darstellt. 


| Zur Beantwortung dieser Frage werde zunächat die rechte Seite 
von (1) durch @(x) bezeichnet. Die Gleichung f(x) = G(z) ist alsdann 
allgemein nicht streng, sondern nur augenähert richtig; wirklich erfüllt 
wird sie allerdings durch die Werte <= £, Eyy +. &y: Es handelt 
sich nun darum den Fehler abzuschätzen, der bei allgemeiner Anwen- 
dung dieser Formel gemacht wird. Jedenfalls kann man streng richtig 


(3) fa) = aa) + Be) 

setzen, wo A(x) ein unbekanntes. Restglied bedeutet, a für die Werte 
X, 89; -..;2, yon 2 verschwinden muß, so daß man die Gleichung (3) 
durch | ? | 
(4) (2) = @a) + (eu) — A @—2,) re) 


ersetzen kann. 

Hier ist nun der Fehler r(x) abzuschätzen.’) Dies geschieht auf 
Grund eines von dem französischen Geometer M. Rolle staınmenden 
Satzes, der in moderner Ausdrucksweise lautet: Es sei y=f(z) eine 
Funktion, die innerhalb eines gewissen Variabilitätsbereiches. B ein- 
deutig, endlich und stetig ist und innerhalb B an jeder Stelle eine be- 
stimmte erste Ableitung hat. Verschwindet diese Funktion für die Werte 
2=a und 2= b des Bereiches .B, so gibt es zwischen a und b min- 
destens einen Wert # = £, für den die erste Ableitung f’(&) gleich Null 


1) Vgl. hierzu A. A. Markoff, Differenzenrechnung, deutsche Übersetzung 
von Th. Friesendorff und E.Prümm, Leipzig 1896, S. 6—8; ferner F. Klein, 
Arwendung der Differential- und Integralrechnung auf Geometrie, autouzı Vor 
lesung, ausgearbeitet von C. Müller, Leipzig 1902, S. 109 f. | | 
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ist. eur folgt weiter, wenn die Funktion mindestens » mal differen- 
 zierbar ist: 


Verschwindet die Funktion y= ar (2) fürn +1 Werte e eines gewissen 
Intervalles der Veränderlichen 2, so hat die Gleichung /'(z) = 0 min- 
destens » Wurzeln, die diesem Intervalle angehören; die ar 
f(2) = 0 hat mindestens n — 1 solehe Wurzeln, die &leichung f(z)= 
mindestens eine. 


Diese letzte Bemerkung wendet man nun an auf die Funktion 
0 ,2eo- fe) - ee). - @-9)@— 2): (@—2,)r(@), 


die nach (4) für die n-+1 Werte &,,%,...,2, und x der Veränder- 
licben z verschwindet. Hier ist an nach ( {) eine ganze Funktion 
(n — 1) Grades von 2, deren n“ nach 2 genommene Ableitung somit 
verschwindet, und das Produkt @— 2) Sul :(2—x,) hat n! zur 
nr Ableitung. Daher wird 


DL) n!r(e), 


und mit HKücksieht darauf, daß diese Funktion mindestens für einen, 
allerdings unbekannten, ders oben erwähnten Intervall angehörigen 
Wetz=£ verschsenidet folgt ‚e 


re) 


a To 
somit nach (4): | 
N le 


| Sobald das Restglied hinreichend klein ist, kann die Funktion f(x) 
durch G(z) ersetzt werden, und zwar natürlich auch außerhalb des Be- 
reiches der Zahlen x,, 2, -.., X,, sie kann daher auch zur „Extra- 
polation“ dienen. | 


n) 


B) Der Nenner der rationalen Funktion hat auch komplexe Faktoren. 


Beispiele. 


= ji dr 
ir arte 


Re Aufg. LIND. 0. 


Enno 
2 —b u & 20 E 5) 20 ER RN 1 
(&"—-32-+ 20)(€--3) R z—4—21i ' 24-42 Bie—3) v 


 ll(e- 82420) + Gare tg” "2 _ n(e3). 
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| IN A ae | \ 
b2—8 18 26 13 26 ER: 
B. Seen ee an 


23 4 2 Bee‘ 
_ — 5 ee zart, +; 1n(e—2). 


| dx 2 
ne Ja 
nach Formel (15), 8. 112 zu berechnen. | 
x(5+3x% 3 
J = - nt F Tat arctgr = safe tg re ige. 


Dieselbe Aufgabe mit der Substitution x = tgz zu lösen. 


wo 


dx 
Ei | } Gras 


wo n eine ganze positive Zahl sei. | 
Man benutze die Substitution = atgz. Alsdann folgt 


u 
2 


| 1 (en —3)(2n—5)---3-1 
I3n—2 u ul ni im — Te 
= feos 2de ati 2n—2)(2n —4)---4-.2 2 ’ 


i 

1 
a” 
0 


nach Aufg. 76, 8. 99. 


62? — 12 
Y See 
Hier ergibt die Methode der Koeffizientenvergleichung 
bx! — 12 808 — 17 5 


er in TE Tr x ieh 18) 


da ferner 2 — 6x%+13 = (x — 3)? +4 ist, hat man nach Regel 4, 8. 111f. 
eine neue Veränderliche 2 durch x — 4% 2z einzuführen ad erhält 
alsdann | 


602 +13 
En fetis 1 Se 


15 2ds 13 de» 
“a U Jatatı 


15 
-— 7 int File: sure +- Ei „arcigz 
16 1B@—3) , 
bee en es +15) + je are lg 
132 — 159 | 
- 5a 65 1) +5 7 arc tg "7 


Bi, Man führe Te 3, a ar wo m eine beliebige ganze Zahl, 
9 eine positive ganze Zahl sei, während a und b heliehige Zahlen von 


gleichem Vorzeichen sind, durch die Substitution b2?— a tg?z in eins 


E ‚der in Aufg. 80, S. 101 betrachteten Integrale über. 
Hier ist | 


PAR, 
Be da V 8. ale et 
. daher ah 


m+i 


1 RUE u et 
J=- (7) [sinn 3 (os ar m-2, dp. 


8. Dasselbe Integral, bei dem aber m nun eine ungerade ganze 
positive Zahi sei, etwa a j, durch die Substitution a&+bx?=2 
zu erledigen. | | 


Nun wird J= —— n Hi rl, m de; der Zähler des Integranden. ist 


nach dem binomischen Satze zu entwickeln, und nach Division eines 
jeden @liedes dieser Entwicklung durch #” kann die gliedweise Integra- 
tion erfolgen. Hier dürfen die Zahlen a und 5b auch ungleiche Vor- 
zeichen haben. 


9. Für den Fall, daß in dem Integral von Aufg. 7 der Exponent m 
eine gerade ganze positive Zahl, etwa m= 2%, ist, leite man die Rekur- 
sionsformel ab: 


a ki 
Jessen Er 
| | (k—1a 


(2n —2k— 1)b, a 


Offenbar ist 


zek—1 8 | „36-2 . nn 
U er a ey - a 
Plane (a + bunt =} b.) (a+ da" 
"Ei } k hr 1 a oe 
# ' rer FR 
3 | | | 2k—1 dx 
3 Nun En uber: J, BERN NER die "de 4 durch sur Bar a 
. ne ui 2k—1 ds " (a + bay" - 


ersetzt werden, woraus ne Anwendung ar Methode der teilweisen Inte- 
x Eee 


A N a 2(n 1b 
se en. Er ) en, da) 


Din geldey: Differential- n. Integralrechnung. Il. 3. Aufl. 1) 
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hervorgeht, so daß 


et m 
(a-+ ba)" (2% — 1)b(a + dx)” 1, 2k— 1.) (a+ ba" 
| q2k-2 
- d& 
(a (a+ bar” 


folgt. Die gewünschte Hakoranbförmel ergibt sich durch Vereinigung 
der an zwei verschiedenen Stellen dieser Gleichung auftretenden Inte- 
grale J. 

Natürlich kann man auch für den Fall eine Rekursionsformel ab- 
leiten, daß in dem Integral von Aufg. 7 der Exponent m eine ungerade 
ganze positive Zahl ist; aber man wird in diesem Fall besser das ın 
Aufg. 8 oder bei gleichem Vorzeichen von a und b das in ans, { an- 
gegebene a anwenden. i 


10. | ar er 


thoden zu berechnen. 
Die Substitution 3 +22? = (vgl. Aufg. 8) ergibt 


en Ba 4 (Ins +25) 


9 
u lnBe 2 en ae 


@ 


— mn 


——„dz nach den in Aufg. 8 und 7 angegebenen Me- 


8( +82? 
[m(8+229) +; sr ge ee 


- Die Substitution 22° = 3 ne And 84, ergibt 


cos? 2 


sin® z 24 
Co82 z 4 Er 


woraus mit Hilfe der a in Aufg. 80, S. 101 


Sale I sin®zg 
mu wm um & 
87 zen‘ arRo san d 


hervorgeht, und wenn man die Formel nochmals anwendet, 


Kae 2 BORN 
8J = — ’ sin? 2 — < sin?z — In cos2. 


2 20 3 a 
ze — 2 ma ——— 2 u ——— { I 
Nun ist tg?z 5 a, sin’z =; gr mit Rücksicht 


auf In cosz = - In cos? e ergibt sich 


3, 6r?(i +29) 
Te zu lin (+20) 


# 
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Dieser Wert des Integrals scheint von dem vorhin gefundenen 
wesentlich verschieden zu sein, tatsächlich unterscheiden sich beide nur 


‚durch. eine additive Konstante. Addiert man nämlich bei dem soeben 
gefundenen Wert zu dem letzten Glied der Klammer die Zahl $ und 


macht dann die beiden Glieder Ei auıE ‚so folgt der zuerst: ange- 
gebene Wert des Integrals. 


1. Zu am 


Die Substitution 7 — Aa 2, 2da= — 1ds ergibt 


» 


after a lner 2) Ann 


gt 
12. Mar 


Die Anwendung a Rekursionsformel in B I ergibt 


nnd, 
woraus mit Hilfe derselben Formel 
en 
Fe Ba } TEEN — 48 fe 


hervorgeht. Das noch übrigbleibende Integral ist nach der in Regel 3, 
9.110 entwickelten Methode der En un egune zu behandeln. 


' Man findet 
el nn ee ey 
I Ela 222 ' a Bl Teatgl?’ 
daher | 
x’ — 122 —i 1 122, R 
TE rar sl: Sur. (42) rt salat 2] 
62 — a? 3. 0-2 | 
nee Linszh 


13. Die in Aufg. Tund 9 ee. Metlioden sind anzuwenden 


. auf das Beispiel 


pam de. 


Die Substitution z = tgz ergibt 


J=jsintsed=— 2 sin?g c082 — 2 sin zeosz + 2 z(n. Se 1A, 9.98) 


s 
| 3 Ä xz(3+52) 
ea et Twelge, 


g* 
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Nach der in Aufg. 9 abgeleiteten Rekursionsformel ergibt sich. 


a ö 


und wenn han die ‚Formeln nochmals anwendet, folgt 


Re ara +3 dis un le 


Das noch übrig bleibende Integral wurde schon in Aufg. 4, 8. 2 
bestimmt. Man findet schließlich 


Eau, +4 — aretgz. 


5 
ET N arctgz = — ar a 


er 8 mtr 


2 
14. i f (+ 3298 d x, 
Die Substitution. 


en da = V 4 ur cos!z . 


Rn, 3 fsin®z 
a ne 
8I ,‚J con®z 


woraus mit Hilfe der Formel @) in Aufg. 80, 8.101 


ergibt 


2Y3 |sin®z er 
Ir AR a Pl ade| 
2y3 Is Fl Dis 18. | % | 
= ar ee ae | 


| hervorgeht. Bei Einführung von 


ay3 %; 4 
SInZ = -—— cost =- 


Vat sa?’ Vi+ sr 
folgt | 
2y3 { 9 y3x° 15Yy8 152y3 1 arctg( v3)| 


"81 244 832% 2 (a+3aht "aa +3e) 8 
= da riet array ua ereis (4 V3) 
- Be = Pante(zV3)]- 
5. las | ee wo m und n ganze positive Zahlen sind, soll 


durch die Substitution & — 1:2 auf das in’ au 7,8 und 9 behandelte: 
Integral zurückgeführt werden. 


N 

Be; 
Ey 4 
Bi) 

u nz 
U 

| N 

2. 

vr 

. 

i] 

F 

4 

e: 

ü 

Be 


J 
E 
5 
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Man findet 


Ein. Beispiel hierzu ist 


an { dx 
Mn | r | ). (la +-badi 


Die Substitution 2 — I = ergibt J= Sr Br Pr dz, woraus nach 


Aufg. 8 mit Hilfe von a2? \ b=u,2dz 5, du das Integral 


hervorgeht. Man findet 


Ir BE 
2a: \3u° 


J = Sat nut tb] 


und nach Einführung von u=a#+b= (a+ bx?) : 2° folgt 


N | RR. .2b°x* bin" 2: a 
le en tet 2 5 


17. Man soll | 


berechnen und hierbei die zwei Fälle unterscheiden, wo n eine gerade 
bzw. ungerade ganze positive Zahl ist. Bei der hier vorkommenden 
Partialbruchzerlegung ist zu beachten, daß die Wurzeln der Gleichung 
x” —1=0 von der Form 


2 cos" 4 joint G=YV-1) 


, sind. Bei geradem n Sachen sich die Wurzeln +1 und 1 fürk=0 


bzw.k=+n. Die einzelnen konjugiert komplexen Wurzelpaare erhält 


man für Bi 1,2,...3(n—2) Bei ungeradem n liefert k=0 die 
Wurzel z=1; ‚die einzelnen Paare konjugiert komplexer Wurzeln er- 
hält man für E- 1,2,...43(n—1). Wir setzen dies als bekannt 
voraus. | 
| Die Wurzel &,—= cos nz + sin: Be gibt Bi der zugehörigen kon- 
| jugiert komplexen Wurzel co8 ae —i = ein _ = .- — 5"-! nach Regel 2, 


8.109 Anlaß zu der Summe der beiden Partialbrüche 


_AtiB: |, A-iB 


243 
X 8, Kr & RAR 


5; 
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wo A, + iB, nach Regel 1, 8. 109 gleich 


1 €, 
Range 
ist, a 
Puch 1 
A, —iB= } 
RE 
' Bei Berücksichtigung dieser Werte folgt 
eg 
A 1 ml a) 2- n 
Se een ee 
n — (+ 8" )a+1 N x EP. ZE, 


das zur Summe s, gehörige Integral wird daher 


12h ax de 2 dx | 
Inden zes [2 Da . 2kr EU 2kx 
ar — au cos — + i a — 22008 + i: 


oder 


2% 
i Ohr 272 — 2008 — ’ 
a fi a ed 


kn “ 
— 22008 +1 


—— de. 
2 
2° — 22008 „ee, 1 


Das erste dieser beiden Integrale ist nach Aufg. 8, 8. 50 gleich 


1 22km 
—- COS 
9 


m: x — dxoos =” + 1), 


das zweite läßt sich in der Form 


2 ...2kr 2 . 2kn 
— — - sın —arcigz = — — sın — arctg 
R RAN n n 


So findet man 


op 200” 
1 2%k 2 2 
J,=15,.dı= „ c08 — ln (2’ —2ucos 1) 2sin?t aretg.- 


sin 


Ihr 
” ‘ . . ” 
Weiterhin sind nun zweı Fälle zu unterscheiden: 


a) Es sei n eine gerade Zahl, n=2v. B® 


ww 
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Man erhält alsdann die reellen Wurzeln = +1 und<=—1 der 


Gleichung 2 — 1= 0, wenn man in 


2k 2kr kn 
== 008" tisin,” — 008° + iein“® 


die Größe k gleich 0 bzw. gleich v setzt. Um sämtliche Wurzeln der 
Gleichung zu erhalten, muß man, wie früher bemerkt wurde, der Zahl 
k die Werte von O bis 4n = v erteilen; k=O undk=» wurde soeben 
berücksichtigt, die komplexen Wurzelpaare ergeben sich Bar k=]1,2, 


...,9—1. Die reellen Wurzeln == +1 geben bei »— Anlaß zu 


1 1 2 a 
den Partialbrüchen —- —— — 2.7: 5: > 
1 z—i 1 z—N1i 
Tr 
n=2v: 


a -; niit: 1 Diootein(e a, 


das al u, wird 
Aus diesen Betrachtungen folgt im Falle 


b) Es sei nun » eine ungerade Zah]; ne2v7 +1. 


Die einzige reelle Wurzel x — 1 der Gleichung @* — 1 = 0 ergibt 


2 k 
sich aus = cos + isin - , wenn e = (0) gesetzt wird. Um sämt- 


liche Wurzeln der Heichung zu orhalken muß man, wie schon bemerkt 
wurde, der Zahl & die Werte von O0 bis 4(n— 1)=v geben; k= 0 
wurde soeben berücksichtigt, die komplexen pn ergeben sich für 


k=1,2,...v. Die reelle Wurzel £=1 gibt bei >= Anlaß zu dem 


Partialbruch —- Pre ‚ das zugehörige Integral wird — En (@ — 1). Aus 
diesen ech folgt i im Falle n=2v +1: 


Seinen: Diener 


-— In ker 2x nr 1) 


ak 

Hr ep Y RR 

NO 
1 a 


18. Man soll 
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berechnen und hierbei die zwei Fälle „unter scheiden, won eine Kerle En 
bzw. ungerade ganze positive Zahl ist. Bei der hier vorkommenden 
Partialbruchzerlegung ist zu beachten, daß die Wurzeln der Gleichung 
x’+1=0 von der Form x 


re et (nn ee te (i v1 1) 

‚sind. ‚Um die einzelnen konjugierten We zu erhalten, hat man 
der Zahl 2% + 1 im Falle eines geraden n alle ungeraden Werte von 1 
 bisn— 1 zu geben, oder der Zahl % die Werte 0, 1,2,...4m — 2). 
‚Im Falle eines ungeraden » erhält man die einzige reelle Wurzel x = — 1 

für 2?+1=n, während sich die komplexen Wurzelpaare ergeben, 

wenn 2k +1 alle Ve Zahlen von 1 bis an — 2 durchläuft, d.h. 

wenn k=0,1,2,...3(n — 3) gesetzt wird. 

Die Wurzel 
er 


@k+1)r 
0,= 608 + tsın je 


gibt mit der zugehörigen konjugiert komplexen Wurzel 


2k-+1 ... (@k-+1 1 
08 @k+-)r —4ı5n ?k+le N RS rg 
N R Or “ 


nach Regel 2, 5. 109 Anlaß zu der Summe der beiden Partialbrüche 


x 0 Ehen 
wo A,+:B, nach Regel 1, 8. 109 gleich 
es) 
| Th 
ist, MN 
| AB =". 


Bei Berücksichtigung dieser Werte folgt 


ut 
2 x cos —— — 1 
uk eler a 
Ri A N ER oe Me 


"+2  —q)+1 n a. BEWELE TIL 
das zugehörige Integral wird i 


| 1 @ktle 2rda 2 / de 
de), = — 008 — —— Be (u mn 
J " hi He 2.XCOS — De, an f 23—2 zoo TUR, 


oder 


| (2k-+H1)m | ‚k+H)n 
en al 
k nn ns De ı 4 I »’—-2xcos wi | 


A RR ae RAR ya DE re N a abs DEN 


Re} ja: erste dieser beiden Integrale ist nach Aufg, 8, 8. 50 gleich. 


F seht Ska] (2 — 22000 &+D= 1 1), 

d das zweite wird gleich 

E: 2 cn RT DR 

Er EN arg Fe (vgl. Aufg, 17, 8.130). 
| ” a in je 


So findet man: 
e-— n De 0. In (2? — 22008 a + 1) 
(2% z Nr 


con 


ar nen 


Es sind nun wieder zwei Fälle zu unterscheiden: 
a) Es sei n eine gerade Zahl, » = 2v. 


Die Gleichung x" + 1 = 0 hat in diesem Falle keine einzige reelle 
Wurzel, die komplexen ur nero ergeben sich, wie schon bemerkt 
maus wenn men in 


an ® k Ele + sin @r+ ne 


k=0,1,2,...4(n—2) setzt, wo 1( (rn —2)=v— 1 ıst. Hieraus folgt 
im Falle » = 2»: | | 


ni; | 
De 2° cos nein n (a? — 2x 008 CSHD® } 1) 


b) Es sei » eine ungerade Zahl, un 2y 1. 


Die einzige reelle Wurzel = — 1 der Gleichung "+1 =0 er- 
an #7 + isin a " die Größe 
. 2k+1=n setzt; die komplexen Warzelpuare erhält ı man, wie schon 
© ‚bemerkt wurde, für k 0,1,2,..3 m — 3), wm —-3)“-v—1 
u ee Die reelle Wurzel = — 1 gibt bei Anlaß zu dem Partial- 


gibt sich, wenn man in x = cos —— 


Bez 
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TR 
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bruch — Den ST j , das zugehörige Integral wird — In (+1). Aus diesen 


Betrachtungen folgt im Falle n = 2v +1: 
vi ; 
d 1 1 2k+1 2-1 
Ss nern on eh en (a —_ 2x 008 Std 4er 41) 
Ä | arte 


2.7608 


v—1 ; 
2 . @k+1® 
+5 Drei aretg Be 
Ö gım a 


Beispiele zu Aufg. 17 und 18. 


| .p a 
19. jr 


ne in(e — 1) + 5 008 In (2? 2008 +1) 


2 gr a 
— — sin arctg 3 ya ne 
3 
2c+1 
3 = 
| arcig 77 Bi 
20. | ne | | 
2c Hi 
J-zu@-1)-Zu@+2+1)+z V3aretg vs 
21. = ln — Zaretge. 


dx 
22. f —— 


z—1 echt: ı1 22 —1 ‚2x2 +1 
J= tn eV |eretg” + aretg ys 1. 


Hier läßt sich der Klammerfaktor bei 1Y3 mit Hilfe des Addi- 
tionstheorems der Funktion aretgx kürzer ausdrücken (vgl. Aufg. 14, 
8. 78). Man erhält alsdann | 


1, 22—c-+1 1 zy3 
J= —-In nt rer N en 


23. Ber In YD-4ln@-z+1)+4 I V3arctg 


dx 
= +1 


221. 


y3 
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ir 1-51, 2 +2Y2 +1 1,/ Van er a 
; Imz VE yarı tr V2lartg@V2—1)taretg(eV2 +1). 


Ähnlich wie bei Aufg. 22 läßt sich der Klammerfaktor bei 2/2 in 


&yV2 ’ 
arctg V ; zusammenfassen. 
1—z 


x? 
25. ae 


1,5, 2#zayfptı , 1 NR ' N 
| ee a rn 1)+arctg(xy2 -+1)} 


ish. ®-ay2H+i1 ; zy2 
aha Se 


Auf dieses Integral wird man auch bei Jve: xdz en denn 
die Substitution tgx = #° ergibt 


E [vera -2 de 


de — 
26. Be 
1-4 Völ EEE 4 Zange 


a = (aretg(2 2-—-V3) +aretg (22+Y3)} 


2 ee Zt eu, 


Rn —ey3+1 1—4a!+ at 
27. le nn 
Hier ist | 
DE Eee ur: 
u er See | 
en 


1 


Ne ; PR 1 a RL Lie 
= bh — In(@®—-2+1)+> 3 areig ve 


+h@+2z+0)+z —V3 aretg 


BI EI ey LT a AN 7 a Nr, au 
DI RN ARTEN An alahr SURöN I 


y 136... sn, a, Ne kaktonlen, aikiraen, De 
28. 
a 
Man setzt a=b", 7 bz und erhält | : 
en ae Ve ff 
| De aJz = f? 
R | A 
; | 23, WS: T 20. 8° 
© Die Substitution 28 ergibt 
= 3: 53 
J= 5 ne | | 
= zum Ay Aa a nn 2cos eu BE ds 
> 122008 °- en 1 | z’+22c08, —1 
er 1 n PA cn. 
ar lc Bene 22005 +1)+2sin a Re 
- | sın Br 
N ' s+ cos | 
+08 in (e’+ 22C08 "+1)— 2ein?? arctg — N 
ein 5 
e und hier ist noch z durch x: 8 zu ersetzen. 
e ie 
wo m, n ganze positive Zahlen seien und m < 2n. 
in Die Summe der durch die Wurzel | 
2k-+1 2k+1 
©; 08. a +i sin In 


der Gleichung #°°-+1= 0 und die konjugiert komplexe Warzel 1 ER 


veranlaßten Partialbrüche der Zerlegung von a”; (1 + ar) wird 


$ ee a 
Ase 2—$ a ’ 


wo 4,+ DB, nach Regel 1, 3. 109 Be 


A,—-iB=-— eh | | ae 


4 N 
= 
er. 
f 
ME 
# 


* 


“ 
3 
h 
N: 
# 
u 
>: 
. 
f 
R: 
h 
h 
E, 
; * 
B 


a Te a 1. aa EDER AALEN 9 2 BLIEB BR dl ara ET 


on mit komplexen. Baker! im Nenner, 137 


R ist. Mit Hilfe dieser Werte wird 


BR art! a 
2: ANnI—% a -) 
®% 
1 i 
u m+i el ka 25 Bel 
A (e rt W Le 
vn. »—-2(a+)+1 
23 
a — 200 AH Im, 
daher | 
oe MEN, (222000 HH} 26 BRHINmHL), 2 HL, 
RN.) ARTE rd ER ee en de 
In ee nn 
2R 
LM EN, In (at 2rconitlr+ 1) 
2n 2n 
x eos 2kH1_ 
wit in are Dar er ne 
ar '& 2E+1, 
ib; | sin ——— 
2% 


Der gesuchte Wert J des vorgelegten Integrals geht aus J, durch 
Summieren in bezug auf k vonk=O0bisk=n— 1 hervor. 


31. Im Anschluß an vorstehende Aufgabe soll 


M 2“ 
Hastarımt oe wo wieder m und n Yarıse positive Zahlen seien und 
m< 2n. 
Zur Abkürzung werde a. i 
” 


z = a, gesetzt. In dem Ausdruck für 


1 


= € 


: (2 JS = 's,d& - lim Ssdz 


e=0 4 
d= BE 


an 


wird 


(1 — 2200 6? 
[in (2? — 2% COS 4, + y == In urn Fan ; 


| 
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woraus für lim = 0 und lim & = 0 der nbekeme Wert 2 lim In - = 
e=0 
= 0 


| ode: es liegt ein singuläres Integral vor. Fürd = e man _ 
den ne 2in1=0 (vgl. 8. 61). Da ferner 


Le 
— cos] 
[arc tg a | 


. gleich x wird, wenn wir aretg x auf das Intervall von — ix bis + m 
beschränken, erhält man 


i Ö - 
8) I — 27008 (m +1), 2liminz + siu(m+1)a, 


s=0 


und mit Benutzung der ee We dal an Dr = ß folgt 


| x Be... 
(4) ys=D „=— —{ cosß ea er + c08(2n — Dr an In — 
s=0 
+-[sinß+sindß+sindß+--+sin(2a—1)B). 
Die beiden Klammerausdrücke lassen sich nun in einfachere Formen 
bringen; es gelten nämlich, wie später gezeigt werden soll, die Formeln 


sin anß 
2 sinß 


(5) cwe ff +c0os3ß+ cosdß+---+tos(2n—1)d= 
und | | | 
’ { N N sin?nß 
{6) sn8+sindß-+- sindß+ Heinen Id Te 
Im vorliegenden Beispiel ist 2nß = (m + 1)x, daher sin Inß=0, 


während sin ß = sin . ! 2 nu fürm+i = 2n verschwindet, sonst 
aber — da m <2n vorausgesetzt wurde —- stets ein positiver echter 
Bruch ist. Im Falle “ +1 << 2n verschwindet daher in (4) der Klam- 
merfsktor bei lim In Z —, im Falle m + 1 = 2» wird er 


o=h 
&=0 


sin anf _ anc cos 2nß 


an Zeinß L 2cosß PER SU 


Der Faktor von an in (4) wird gleich sin? ———— eB mel z:sin wen I, 


wird also für jeden geraden Wert von m gleich 1: sin Dez 
R 


=; ist je- 
doch m eine ungerade Zahl, so verschwindet der Faktor von u: | 
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- Im Falle eines ungeraden m stellt übrigens der Integrand a” :(1 + x?”) 
eine ungerade Funktion dar PUR nach Aufg. 6, S. 75 ist für eine solche 
Funktion f(x) stets 
| fi f(@) dx = 0 


Wir haben somit das Ergebnis: 


& N 
. h ge" “Le 1 x x 
J= / ——- dt —.:—————, falls m eine gerade Zahl ist, 
1 nn... m-+1 
— © gın Se R% 
= 0; | falls m eine ungerade Zahl ist. 


Zum Schluß mögen noch die oben benutzten goniometrischen For- 
meln bewiesen werden. Der Ausdruck (5) für die Summe der Kosinus 
folgt dureh Addition der elementaren Formeln: 


— siu2ß = — 2sinßcosß 
sin2ß — sin4ß = — 2sin Bcos3ß 
sin 4ß — sin 68 —= — 2sinßcosdß 
sin?2(n— 1)ß —sin?2nß= — 2sin ßcos(2n — 1); 
man erhält einerseits nur — sin2n ß, andererseits. 
— 2sinß {cosß + cos3ß + :--+cos(2n—1)ß}. 
Der Ausdruck (6) für die Summe 
sinß + sin3ß +sindß + -+sin(2n — 1) 
folgt i in BI EURE, Weise durch Addition der elementaren Formeln: 
1 — cos2 = - 2 sin B sin ß 
c0o82ß — cos4ß = 2 sin an sin ß 
a — u = 2sin aa 


COS mn Wr ns. 2 sin Be = hen 


dabei ist in der Summe der ken Seite dieser Gleichungen noch 
1— coa2nß durch 2sin?nß zu ersetzen: 


32. F + dx, wo m, n ganze positive Zahlen seien und m < 2n. 


Die Summe der durch die zwei reellen Wurzen z=1l undze=—1 


140. 88. tube der eaktonalen Faukkionen. | 


der Gleichung =” — 1 = 0 veranlaßten Partialbrüiche der Zutegung von 


> (w8* ur 1) ist ß 
{ I 1)" e 
HT na) nat)’ eh er 
‚daher | | ; 
1 he = 
Die Summe der durch die Wurzel 


2a an DR & 
&, == 008 di + iin = con + isin — (vgl. Auf. 17, S. 131) 


und die konjugiert komplexe Wurzel 1:e, veranlaßten Partialbrüche wird 


Si -, 
x &; a 1 
& 
wo A,+:.B, nach Regel 1, 3. 109 gleich 
m mn+i 
&, Er A . 1 

De ae ELLE run iB En m 
ann m’ k k ng"t! 


ist. In ähnlicher Weise wie bei Aufg. 30, 8. 136f. findet man 


| 1 kim + 2. a kr 
J.= 5, dx = 5 008- = ‚In (x — 27008 + 1) 


Ley, 1 
lan He arctt — = 


und 


n—J 


-—  In(e— el. m @+1)4 DI% 
33. Im Anschluß an vorstehende Aufgabe soll 
gan | “>, 
I dx | 2m<2n 
ur Rn 


bestimmt werden; dabei ist der Exponent 2m des Zählers als gerade 
Zahl gekennzeichnet, denn wäre der Exponent eine ungerade Zahl, so 
würde Null als Wert des Integrals hervorgehen (vgl. Aufg. 31, 8. 139). 
In dem Ergebnis von Aufg. 32 ist somit jetzt m durch 2m zu ersetzen. 

Der in Aufg. 32 mit s, bezeichnete Ausdruck wird jetzt SICH Si 


er a 


und 


DE > Be} 2 


1 
n (x? — i) 


[«®) E23 

Laden ae. 2 | +- * au Bi 
n@®—1) ei > IR | 
Co ’ Ö 2 RR 


u 1 BE A RR TS MA A HU NER ae ANNE 7 BOB ARE RE SE A U Aa a NE ZZ 
I I, 7% INTER ni A A 
Y RN RR 
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durch die Substitution «= 1:r geht aber das zweite der beiden letzten 
0 


‚Integrale in n 7 a über, ist somit dem ersten entgegengesetzt gleich, 
I, 


ınan hat daher el sds=0. 


Mit Rücksicht auf den Ausdruck für J,in Aufg. 32 und bei gleichem 
Verfahren wie in Aufg. 31 folgt 


dh=1sdı= 2, 608 dee Vz x 2lımIn u Re ne, 
d=0 Rn n 


-» e=0 
E: Mit Benutzung der SEE nt = ß wird 


n—1 
I- Ihm zii. (cosß + eos2ß +-- -+cos(»— 1)ß} 
Pr Ä 
7 (sind -+sin2P +---+sin(n — Bl 
Hier ist nun 


cos ß + c082B + ---+coo (mn — 18 =" et 4 


(1gl. Teil I, S. 12), work jetzt wegen cos nß = co (2m +liz=-—1 


auch 
a ee 
2(1 — cos ß) iR | 2(1 — cos ß) 
gesetzt werden kann, ein Ausdruck, der gleich Null ist, 
Ferner ist: 
sinß+sin2ß +: +sin(n — 1)ß = sinß+: Be nn 
(vgl. Teil, S. 12), wofür wegen sinaß=sin (2m +1)x = 0 auch 
saß+sinn— IP einpßil—cosnf) sin ß 5 
BT N 5 ne RT WE an BRETT ars y 
. gesetzt werden kann. 
So ergibt sich ‚schließlich 
je nn, de = — — = cot- er ß= = — = cob nt, .2m<2n; 


, en folgt (vgl. Aufg. 6, S. 75) 


[>] 
> m 
x .: a 
Js= re coL. ea 
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34. au Hilfe der Substitution <?°—2 und unter Benutzung der 


Abkürzung? — nn — p sollen aus den Ergebnissen von Aufg. 31 und . 


die beiden rain abgeleitet werden: 


* p-1 le zp-1! | 
a I dem mcot(pn), O<p<dı 
BE, , | 


C) Einige Anwendungen der Integration N. Funktionen. Fall 
eines Körpers im lufterfüllten Raum. 


1. Man soll die Bewegung eines materiellen Punktes von der Masse 
m untersuchen, der aus der Ruhelage gegen den Mittelpunkt der Erde 
fällt; dabei werde angenommen, daß der Widerstand der Luft dem Qua- 
drat ‚der Geschwindigkeit v des Punktes proportional, also gleich c*v? 
sei. Die Änderung der Beschleunigung der Schwere soll nicht berück- 
sichtigt werden. Die Bewegung beginne zur Zeit i= 0; die zur Zeit & 
zurückgelegte Strecke habe die Länge s,, die dann erreichte. Gbeehwink 
digkeit sei v,. 

Legt man der Richtung der senkrecht nach unten wirkenden Be- 


schleunigung der Schwere positiven Sinn hei, so hat man zunächst 
(vgl. Aufg. 32, S. 13): | 


d? 
m En = mg — c!v? oder 
& © k 
d’s dv 
(1) End u vr, 


wenn die Konstaute c? : m = k? gesetzt wird. Hieraus folgt 


E h | dv RER i v9 | v9 087, 
Da an AyaR ae T- BRYVG a (% ee v) — In (v + ”) 1a oder 
Ö 
(2) Be, t, = In V8: er rkv, 


zayr! ae 


Die Auflösung dieser Gleichung nach v, ergibt 
v9 run | u eVsh__ 8 Va 


N mg 


3‘ m 
( ) d, 2 ee Ki ekVatı -kVgd 


oder bei Einführung hyperbolischer Funktionen (vgl. Teil I, 8. 7) 


3 _, V9 Sin(kygt,) _ V9 ya 
(3a) um ya) ® Tu (kVgt); 
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wo die Funktion Tg die hyperbolische Tangente, den Quotienten Sir: 
- &of bedeutet. Da diese Funktion mit wachsendem Argument dem Grenz- 
_ wert 1 zustrebt (schon für x = 2,3 ist Tg x = 0,98), so zeigt die Glei- 
chung (3a), daß die Geschwindigkeit mit zunehmender Zeit dem Grenz- 


wert „»=Yg:k zustrebt. 
Mit Rücksicht auf v _ erhält man aus (3a) für die nach Ver- 
lauf der Zeit £, Ne Weglänge: 


N va Be Sin kvan Me 
Ss a Vol In Cof(kVgt,), 


Für sebr a Werte von t, kann Cof(%kYgt,) durch 177 h er- 
setzt werden und man findet‘ aladann | 


m b.: Er E IF In 2. 


Bei Aukseung von (4) nach Wi folgt zunächst 
(4a) fa Bof(kYgti)= {Va 4 e-+Vön) oder 
| | | erkVatı _ Dora tVot + 1 ar Ö, 


Va — a4 Vera — 1 und 


| nl + Yen Zi). 

Hier hat die Quadratwurzel das Pluszeichen zu erhalten, denn für 
's=©0 muß auch ?= oo sein, und dies ist nur der Fall, ‚wenn man das 
Pluszeichen setzt. 

Für sehr große Werte von s, kann I bei e"“— 1 vernachlässigt 
werden, und man findet alsdann 


Die Gleishung (5), die die Auflösung von (4a) nach t, därsteilt, 
kann noch in anderer Weise geschrieben werden. Wie nämlich die 
Funktion y = c0sx zu der inversen Funktion x = are cos y Anlaß gibt, 
so ist die Umkehrung von y = Cof © die Funktion 


Br (6) = Wrea Sofinug Y oder kürzer & == Wr Col y. 


Warum man diese Umkehrung als Area Cofinus bezeichnet, wird 
in 815, Aufg. 7 näher ausgeführt; hier soll nur dach werden, daß 
. diese Funktion auch durch 
2 Uoy-nuryP Dr ly+VN) 

ı0* 


j EN 
FERN ARE NEST, 
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‚definiert ist, wo das Plus- oder Minuszeichen zu stehen hat, ie nachdem 


x positiv oder negativ ist. Aus Er 
(+ N = jr =y ad + (e® — e7?) = 2er 


folgt nämlich unter Beane der Beziehung Sin’x = sn — 1 die 


Gleichung & 


wo die Quadratwurzel das Plus- oder Minuszeichen zu erhalten hat, je 


nachdem x eine positive oder negative Zahl ist, denn die Funktion 


Sing hat mit x gleiches Vorzeichen. Durch Über gang zum Dog 
mus ergibt sich 


= n(y+YP—1); 
v-Vri=1:W+ N) 
n(y—-Y?—-1)-—-luy+yyY—1) 
und man hat somit 
= +In(y+Yy— 1) = Ar Col y 
Ähnlich folgt als Umkehrung von y = Sin die Funktion 
ma. x = U Siny—-lIn(y+yy+1), 


wobei die Wurzel das Pluszeichen zu erhalten hat, weil Cojx— Yır: el 
stets positiv ist. 

Mit Rücksicht auf (6) und M) kann man also die AUDEONE (5) 
der Gleichung (4a) in der Form 


da aber 


ist, wird 


(9) u 37 -Ar Soje®* 
schreiben. 

Um die Beziehung ae s und v zu erhalten, beachte man, dab 
sich in (1) die Ableitung © _ - auch durch n = =% ee ersetzen läßt. 
Alsdann ergibt sich | | 

9, 
dv... El vdv 
Ya KV? und ss, = FETT SL, 
0 
daher iv 
H 7274 
(10) zen ud u- „Va vizeen. 


Die vorstehend entwickelten Formeln können auch bei Körpern, 
die im lufterfüllten Raume fallen, als angenähert richtig angesehen 


x 
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Kur, N 
werden. Eine Schwierigkeit ist hierbei stets die Bestimmung des Luft- 
widerstandes. Schon Newton nahm anf Grund von Versuchen mit ge- 
' radlinig bewegten Platten an, daß der Luftwiderstand dem Quadrat der 
Geschwindigkeit proportional sei, und diese Annahme dürfte für Ge- 
schwindigkeiten von 1 bis 20 m/sek zutreffend sein!) Der genannte 
Widerstand hängt ferner von der Größe, der Gestalt und dem Gewicht 
des fallenden Körpers ab und selbstverständlich auch von der Dichtigkeit 
der Luft. Eine genaue Formel für diese Abhängigkeit ist noch nicht 
gefunden; man pflegt die Abhängigkeit zum Teil durch die schon vor- 
' hin benutzte Konstante k? auszudrücken, indem man 
| vberläi 
(11) | k Q 
setzt, wo der Faktor x, der sogenannte Widerstandskoeffizient, von der 
Gestalt des fallenden Körpers und auch von dessen Geschwindigkeit v 
abhängt; ım folgenden wird die Abhängigkeit von v vernachlässigt. 
Die Größe p ist das Gewicht von 1 ebm Luft, das für trockene Luft bei 
einer Temperatur von 0° © und bei 760 mm Barometerstand 1,293 kg 
beträgt; F' ist der in qm auszudrückende Flächeninhalt des größten zur 
Bewegungsrichtung rechtwinkligen Querschnitts und @ das in kg an- 
'zugebende Gewicht des fallenden Körpers. Die Größe » ist natürlich 
nicht konstant, sondern außer von Temperatur und Barometerstand auch 
von der Feuchtigkeit der Luft, der geographischen Breite und der Höhe 
über der Erdoberfläche abhängig. Man kann für 7 einen mittleren Wert, 
etwa 1,225 annehmen. Dieser würde einem Barometerstand b = 760 mm 
und einer Temperatur ® = 15° C entsprechen, oder z. B. dem Werte- 
paar b= 740, 0= 75 odrb=1720,90=0. 
Der Koeffizient « ist ein reiner Zahlenfaktor, also unabhängig von 
den gewählten Einheiten, denn bei Einführung des Wertes x in die 
Gleichung (1) erhält man er | 
2o 
= = g —% T v, 
„und hier muß jedes Glied der Gleichung die Dimension einer Beschleuni- 
gung haben. Diese Dimension d ist aber li”?, wenn I eine Länge, t die 
Zeit bedeutet; daher muß auch für xy Fv?:Q die Größe d gleich li"? 


2) Vgl. A. Budau, Vorträge über Theorie und Bau der Flugapparate, 

- Wien 1909, 8. 34. Bei sehr kleinem Betrage der Geschwindigkeit v kann man 
den Widerstand der ersten Potenz von v» proportional setzen, bei Geechwindig- 
keiten von 240 bis 400 m/sek der dritten bis fünften Potenz. Bei größeren Be- 
trägen von v befolgt der Widerstand wieder ein quadratisches Gesetz mit an- 

_ derem Werte des Proportionalitätsfaktors, Vgl. hierzu auch die Artikel über 

* Aörodynamik von 8. Finsterwslder und über Ballistik von C. Cranz in der 
Enzyklopädie der mathematischen Wissenschaften, Bd.1V, Teilband 3, besonders 
8.160170 und 8. 19519. Vgl. ferner Fußnote 1 zu S. 87. 
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‘sein. Nun hat aber y als Gewicht einer Volumeinheit die Diendlon 


@:1%, wo G ein Gewicht bedeutet; die Größen F\ », Q@ haben der Reihe h 


nach ie Dimensionen 22, It-!, @, für yFv:Q folgt also 
ee, d-f. 2. (+ ik GeUus 


somit muß x eine reine Zahl sein. 

‚Der Koeffizient « ist für zahlreiche Körper durch Versuche Be 
stimmt worden, vor mehreren Jahren von F. von Loeßl, neuerdings 
von @. Eiffel,') dern Erbauer des nach ihm benannten Türmen in Paris. 


Nach F. von Loeßl ist x = 1 zu setzen, wenn der fallende Körper auf 


‘seiner unteren Seite durch eine rechtwinklig zur Bewegungsrichtung 
gestellte Fläche begrenzt wird, die mit einem erhöhten, überall gleich 
hohen Rande umgeben oder konkav gestaltet ist. Für den Fall einer 
ebenen Fläche elns erhöhten Rand ıst z ein echter Bruch. Wir teilen 
einige Werte von x mit, die von G. Eiffel?) gefunden wurden; sie sind 
durchweg kleiner als die von F. von Loeß] gefundenen Werte. Außer- 
dem zeigte sich, daß x mit F um einen unbedeutenden Betrag wächst. 


Form der Fläche F | Werte von x 
Quadrat 10>< 10 cm 0,52 
n 25 = 25cm 0,536 
s 100 >< 100 em 0,631 
Rechteck 30 >= 15em 0,560 
= 45x 19em 0 
s -90> 15cm 0,592 
N 99>x< 10cm TG, 6 
er 90 > 45 cm 0,696 
Kreisscheibe von 25 cm Durchmesser 0,528 
Kugel von 25 cm Durchmesser 0,088 
Halbkugel von 25 cm Durchmesser | 
Wölbung nach unten / 0,168 
Höhlung nach unten 0,664. 


Ist der fallende Körper eine Kugel, so strebt ihre Geschwindigkeit 


dem Grenzwert v=Yg:% zu, und man findet mit Rücksicht auf (11), 


1) F.von Loeßl, Die Luftwiderstands-Gesetze, der Fall durch die Luft 
und der Vogelflug, Wien 1896, S. 81 und 242-282; G. Eiffel, Der Luftwider- 
stand und der Fiug, übersetzt von F. Huth, Berlin 1912. 


2) Statt # benutzt Eiffel die Schreibweise z oder 8K (a. a. 0.8.42); um 
x» zu erhalten, wurden daher die Eiffelschen Größen K mit 8 N ‚Für 


die Zahlenwerte vgl. daselbst S. 43—45, 76-80, 139—144. 


Saale a Si Da ar te FE Hal) ala a Er LEE ch 2 2 es un Bi nl EEE 
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Problem des Fallschirms. MIET, 


daß vs» dem Produkt aus der Länge des Radius und dem Gewicht der 
Volumeinheit der Kugel proportional ist. Auch bei der Aufgabe, die- 


 jenige aufwärts gerichtete Geschwindigkeit der Luft zu bestimmen, die 
‚erforderlich ist, um einen in ihr schwebenden Körper im Gleichgewicht 


zu halten, also sein Niedersinken zu verhüten, gelangt man zu einem 
Ausdruck, der große Analogie zuo.—=Yg:% zeigt. Man nennt diesen 
Ausdruck die Schwebegeschwindigkeit; bei pneumstischem Materialtrans- 
port ist ihre Kenntnis wichtig. Hat der betreffende Körper die Gestalt 
einer Kugel, so ist: auch hier das Quadrat der Schwebegeschwindigkeit 
dem Produkt aus der Länge des Radius und dem Gewicht der Volum- 
"einheit der Kugel proportional. p) 


2. Mit Benutzung der Ergebnisse der vorstehenden Aufgabe be 
‚stimme man die Geschwindigkeit, die eine aus der Ruhelage fallende 


Platte von 2 kg Gewicht nach 2 Sekunden erreicht, wenn die Platte auf 
der nach unten gekehrten Seite durch eine wagrechte quadratische 
Fläche von 1 qm Inhalt begrenzt wird. 

Mit x = 0,631, 7=1,225, F=1, Q=2 wird nach (11) k?== 0,386; 
ferner findet man Yg : k = 5,038, kyYg — 1,947. Nach Gleichung (3a) 
wird somit v, = 5,0383 - Tg 3, 894 == 5,038 - 0, 999 = 5,034 m/sek., und 
dieser Wert ist kaum verschieden von dem größten Wert v. =Yg:k 
— 5,038 m/sek, den die Geschwindigkeit dieser Platte nach (3a) über- 
haupt erreichen kann und theoretisch erst nach unendlich langer Zeit, 
praktisch nach 2 Sekunden. erreicht, | 


3. Auch auf das Problem des Fallschirms lassen sich die Ergebnisse 


von Aufg. 1 anwenden. Dabei werde angenommen, daß der Fallschirm 
die Gestalt einer Halbkugel habe, die ihre Höhlung nach unten kehrt. 


Es wird gefragt, wie groß der Radius r dieser Halbkugel sein muß, 
wenn der Fallschirm aus der Ruhelage fällt und seine größte Dec 
digkeit v„. gleich 5 m/sek sein soll. Das Gesamtgewicht von Passaßier 
und Fallschirm betrage 100 kg. | 
Hier ist «= 0,664, y = 1,225, F=r’xz, 0 = 100; femer ist 
Perl, und dm = en 22. 


Bei Einführung der Zahlenwerte erhält man die Gleichung 
9,81:10 17/ 981.100 
SV onı amagnz along V ande ag, — 92 Meter. 


4. Man untersuche nun die Bewegung eines materiellen Punktes, 
der zur Zeit = (0) mit einer Anfangsgeschwindigkeit v, von der Öber- 


1) Vgl. V. Blaess, Die Strömung in Röhren und die Berechnung weit- 
ade ent Leitungen und Kanäle, BEIICHER. und Berlin 1911, 8. 113—115 
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fläche der Erde aus vertikal i in die Höhe ERRRRIAEREN, wird; der Wider- A 
stand der Luft sei hierbei wieder proportional dem Quadrat der Ge- 
schwindigkeit v des Punktes, also etwa c?o%. Die Änderung der Be | 
schleunigung .der Schwere soll nicht bertieksichtigt werden. 


Legt man der sich vertikal aufwärts erstreckenden Richtung das 
‚Auspeiokien bei, so ist hier | 


2 x 
m = — mg — oder 
Bi d’s dev 
) ei 


wenn c?:m = &* gesetzt wird. Durch os folgt 
Vf de "Ro 
zum —un mn nenn et ige S, _— [ at 
a fee) 
wofür auch nach Aufg. 14, 5. 78 


| Br Kvoc u) 
2a / = —— arct KYIW T9 
7 | kyg # rk, 


gesetzt werden kann. Die Auflösung dieser Gleichung nach .v, ergibt 


a year oder 
IT RVatkwtskVgt) 8 VotkwtgkVgh) 


(38) | 6 v3 kv, c08 (kYgt, )— v3 sin (kVatı). 


En YVg cos (kYgt,) + kv, sin 1 (kYgt,) j 


So groß ist die Geschwindigkeit, die der Bene nach 


Verlauf der Zeit {, noch hat. Unter a Non 7, 2, erhält man 
71 


die alsdann zurückgelegte Werner 5 =) vdt, wo für v der Aueh 


(8) v _kVan- 4 tg (kYgt,) vu ko, —Yatg (k] (kygt, En 


(3a) einzusetzen ist. Mit Hilfe der Eh af en dt =Inf ® +c er- 
gibt sich: | | 
(4) m In vg cos (kYgt,) r kv, ein 1471) ), 

9 


Der materielle Punkt steigt bis seine Geschwindigkeit zu Null ge- 
worden ist; die zugehörige Zeitdauer 7’ wird nach (2a) 


(5) a T- —-.artg\®. 


u) ir ld a aa Nat na a TEE A BER, E27 ara mE al AR Bl EN En de 1 Eee 
Br -* u e ha , 
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Die höchste Höhe, die: der Punkt erreicht, a sich 
aus (4) mit Hilfe von (5); sie wird 


\ (6) 8- 1 „Vet: _ 2 ar 


Zur Ableitung einer Rz zwischen s, und v, bringt man die 
Gleichung (1) in Verbindung mit @ 75 = ; durch Elimination von dt aus 
beiden Gleichungen erhält man 


ds vdv 
Be gr 
somit 
a vdv g-+ k’u,? 
8 ne. en 


Auch aus He Gleichung folgt (6) für v, = 0. 


Es liegen nun einige Fragen nahe, die noch beantwortet werden 
sollen, wenn auch keine Integration hierbei erforderlich ist, nömlich: 

Mit welcher Geschwindigkeit v, kehrt der von der Erdoberfläche aus 
vertikal in die Höhe geschleuderte materielle Punkt wieder sur Erdober- 
fläche zurück und welche Zeit ist zu diesem Zurückfallen erforderlich? 
Ist, etwa v, = v, oder, wenn dies nicht zutrifft, in welchem Verhältnis 
steht die Größe v, zu v,? Ferner wirft sich die Frage auf, ob die 
Doner T' des Aufsteigens größer ist oder die Dauer T, des Fallens bis. 
zum Ausgangspunkt. 

Zur Beantwortung der Era nach der Geschwindigkeit v, hat 
man nur die durch (6) gegebene Steighöhe S in die zweite der beiden 
Gleichungen (10), 5. 144 einzutragen. Mit Rücksicht auf 


| em: kin) 
findet man 
Bee “n. y:%=-V9:VYy+Rof=e#s, 
die Geschwindigkeit v,, mit der der materielle Punkt die Erdoberfläche 
wieder erreicht, ist daher kleiner als die Geschwindigkeit vg, mit der er 
in die Höhe geschleudert wurde. 
. Aur Berechnung der Zeit T,,, die der materielle Punkt braucht, um 
beim Fallen aus seiner höchsten Höhe wieder an der Erdoberfläche ein- 
zutreffen, hat man in. der Gleichung (9), S. 144 für s, = $ den: durch 
(6), 8. 148 gegebenen Wert einzutragen und dann nach {,(= 7) aufzu- 


- lösen. Man erbält zunächst 


N A a 


! 
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daher Sin (k Von)- kvy: (+ v9) | und 
(9) kYgT,— Ur Sin a ee, 
während die Steigdauer 7’ nach (5), 5. 148 durch 

FERN ei kv, 
(10) er arc tg 1yz 


bestimmt ist. 
Mit Rücksicht auf 
Sinz Sinz 


2937 645 Lyıyems 


läßt sich die Gleichung (9) in der Form 


4 kv 
11 T, = UT DR 
N I Yorke 


schreiben, wo die Funktion Ar xg die Umkehrung von y=Xgr darstellt. 
Dabei ıst allgemein x — Ar Toy =— „in: - ke 7, denn aus | 


yo 540 One 


folgt 
ic + Sinx &of x -- Sinz 
En Se IS CI  °’. 
also 
| 1 my _ Sole + Sine REN EN pr 
; ty born er e 
a2) 22 — In , x — Ar Urea 


Die Gleichung (10) nimmt bei Einführung der Funktion aresin 


an Stelle von arc tg die Gestalt an 
kv, 


13 Ze q T= = art sin — een) 

(13) v9 Er, 

und wenn man zur Abkürzung ko: -+HVYg + Kvf=z2 Rue, ist ale 
nach (11) und (13) | 


(14) KV Uri InıT} kY9T — aresins. 


ng 


Diese Gleichungen zeigen, daß 7’ < 10 ist, denn die Reihenent- 
ii: 


wieklung der Funktionen Ar Tgz oder — In ner und: Arc sin z er- 
geben nach Teil I, 8. 81 und 94: i 
ee u Ru, 


Bu Bon 


. 
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für alle positive und endliche z ist also tatsächlich aresin < Ar %gz, 
d.h. nach (14) T<T,, die Zeitdauer T des a alare ist kleiner als 
die Falldauer T',. 

Hätte man Ai Widerstand der Luft nicht berücksichtigt, so würde 
man 7,= 7, v,.= v, gefunden haben; der Durchgang durch eine und 
dieselbe wagrechte Ebene würde beim Steigen und Fallen mit gleicher 
Geschwindigkeit erfolgen. 


Die Staukurve. 


1. Die Integrale in Aufg. 19 und Aufg. 21, S. 134 kommen bei der 
Ableitung der Gleichung der sogenannten Staukur ve vor. 

Wenn sich Wasser in einem Fluß oder Kanal gleichförmig bewegt, 
also die mittlere Geschwindigkeit!) in einem jeden zur Bewegungsrich- 
tung des Wassers rechtwinkligen Querschnitt dieselbe ist, müssen diese 
Quersehnitte (Querprofile) einander kongruent sein, die Wassertiefe muß 
in jedem von ihnen dieselbe sein, und die Sohle des a 
Flusses muß überall dieselbe Neigung « haben (vgl. I i 
Fig. 39, die ein Längsprofil des Flusses darstellt). Das » | 
Gefälle veranlaßt also hier keine Zunahme der Gr "pas. 
schwindigkeit, sondern bewirkt nur die UÜberwin- 
dung des Reibungswiderstandes. Dieser ist proportional der Länge ! 
der betrachteten Flußstrecke, dem benetzten Teil u des Umfanges des 
Querprofils und dem Quadrat der mittleren Geschwindigkeit v, umge- 
kehrt proportional dem Flächeninhalt F des Querprofils und der Be- 
schleunigung der Schwere g. Ist A das zur Strecke / gehörige absolute 
Gefälle, so findet also eine Gleichung statt von der Form 


v2 
de h=tly Fe 


wo & einen Frfehringskosffziekten bezeichnet ?), den man im Mittel 
gleich 0,008 setzen kann, wenn die in (1) vorkommenden Längen in 
Metern angegeben sind (vgl. hierzu übrigens 8. 157), 


1) Bekanntlich ist ja die Geschwindigkeit der Wasssrieilnken an den ver- 
schiedenen Stellen eines. und desselben Querschnitts verschieden, insbesondere 
ändert sie sich längs einer und derseiben Vertikalen (vgl. Teil I, S. 117); deshalb 
wird hier von einer mittleren Geschwindigkeit gesprochen. 

2) Der Koeffizient £ ist von F, u, dem relativen Gefälle A: und einer 

„Rauhigkeitszahl‘ % gt Meistens wird die Gleichung (1) in der nach v 


A tzölönten Form a EVRI = kYRJ geschrieben, wo J=h:l das rela- 
tive Gefälle, R=F:u RN Proßilradius oder die mittlere Pe Tiefe be- 


Mor ee n I, die heute am meisten Rh Formel von 
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Bei der ungleichförmigen Bewaring ändert ich die im Goerprail + 
des Flusses befindliche Wasserfläche F von einem Querprofil zum 
anderen. Wenn also im übrigen die Gestalt des Querprofils überail die- 
selbe ist, muß sich die Wassertiefe ändern, damit in der Bewegung des 
Wassers ein stationärer Zustand eintreten, also durch jeden Querschnitt 


ın er en gleichviel Wasser strömen kann: das Produkt aus 


dem Inhalt F' und der zugehöngen Gerchvnaaln v 
muß konstant sein. 

Wäre kein Reibungswiderstand vorhanden, so würde 
zwischen der Geschwindigkeit v,, mit der das_ Wasser 
in den Querschnitt F, der Flußstrecke eintritt und der Geschwindigkeit 
v,, mit der es aus dem Querschnitt 7, austritt (Fig. 40), nach einem 
an der Hydrodynamik die Beziehung ealnunnen 


’ 
EERRTE 
> Pia.> a“ 


Fig. an, 


(2) we Z2gh oder = — 4 


wo h das absolute Gefälle des Wasserepigeli bedeutet und die Aus- 
drücke v,°:2g, v,’:2g die zu den Querschnitten F, und F, gehörigen 
„Geschwindigkeitshöhen“ sind. 

In Wirklichkeit ist aber ein Reibung widerständ vorhanan ‚ und 
es wird daher nicht das ganze Eee h wirksam gemacht, sondern 


nach (1) wird ein Teil A, = nz = z durch Reibung aufgezehrt. Dabei 


ist v die mittlere Geschwindigkeit ic v, und v,, also v=+(v, +9), 
F' die mittlere Wasserfläche 53(F, + F,) der Querschnitte, u der Mittel- 
wert des benetzten Umfangs; die Einführung dieser Mittelwerte ist 
natürlich nur gestattet, wenn die Flußstrecke Z entsprechend kurz ist. 
Unter dieser Voraussetzung geht die zweite Gleichung (2) über in 


(3) aan 


Bei längeren Strecken oder wenn die Sohle keine Ebene ist, muß man 
die Flußstrecke in einzelne Teile zerlegen und auf jede Teilstrecke die 
Formel (3) anwenden. 

Wir wollen nun annehmen, daß das Wasser durch ein in‘ den Fluß 
eingebautes Hindernis, z. B. ein Wehr oder einen Brückenpfeiler gestaut 
wird, und es fragt sich alsdann, welche Gestalt der Wasserspiegel im 
Längsprofil oberhalb des Wehres annimmt, man soll m. a. W. die Stau- 


E. Ganguillet und W. R. Kutter dargestellt wird. Es gibt übrigens noch 
zablreiche endere Ausdrücke für die Größe k der „Chezy-Eytelweinschen 
‚Formel o=-kyYRJ; wir verweisen bierfür auf die Lehrbücher, z.B. auf den 
Artikel von J. F.Bubendey über praktische Hydraulik im Handbuch der In- 


genieurwissenschaften, 3. Teil, 1. Bd. der 4. Auflage, Leipzig 1911, 8. 494 ze, ; 
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Be Turoe bestimmen. 2) Dabei setzen wir, um überhaupt eine analyesche 
 angenäherte Lösung der Aufgabe geben zu können, voraus, daß der 
_ Querschnits des Flusses regelmäßig gestaltet sei und der Flußlauf 

keine Krümmung mache; natürlich gelten auch alle bei Ableitung der 

Formel (3) gemachten Voraussetzungen. Außerdem soll im folgenden 
die Stauweite bestimmt werden, d. h. die vom Wehr ab gemessene Länge 
der Strecke, längs deren der Wasserspiegel infolge der Stauung ge- 
hoben wird. 

Wir legen der Betrachtung ein Längsprofil des Flusses zugrunde 
und wählen in ihm als Koordinatenanfang O die Stelle der Flußsohle, 
an der der Aufbau des Wehres beginnt. Die positive Richtung erstrecke 
sich bei der wagrechten x-Achse nach links, wenn der Fluß von links 

| auch Tochte fließt, bei der senkrechten y-Achse nach oben. 

Das Querprofil des Flusses sei zunächst ein Rechteck von so großer 
Breite b, daß der benetzte Umfang u ohne Be chen Fehler durch 
die Breita b ersetzt werden kann. 

| Bei Anwendung der Formel (3) auf zwei im Abstand x und + dx 
von der y- -Achse befindliche Querschnitie ist A durch dy zu ersetzen, 


! durch —— dx; bedeutet ferner v die mittlere Geschwindigkeit im 


ersten es beiden genannten Querschnitte, so ist die im zweiten v-+dv, 
in OL ICHISE (3) wird man also 9, =v-+dv, vy=v setzen Alsdann wird 
tel —r)W+r)= — dv(2v-+dr), wofür bei Vernachlässigung 
des Gliedes mit dv? einfach — 2vdv zu setzen ist, so daß aus (3) die 


Gleichung « > 
vd uv’ ds 
Bl | m Er 
hervorgeht | 


Es sei nun a die Tiefe des len Wassers, t die Tiefe des 
gestauten Wassers”) an dem zur Abszisse x gehörigen Querschnitt, v, und 
v seien die zugehörigen Geschwindigkeiten. Ist alsdann @ die in der 
Zeiteinheit durch einen Querschnitt fließende Wassermenge, so besteht 
die Beziehung 


,. g=vuab=vib, 
woraus dureh Differentiation | 
(6) vdt +tdv—V und vv "dt 


folgt. Vermöge dieser Gleichung läßt sich anstelle von dv das Diffe- 
rential di in (4) einführen; außerdem wollen wir auch dy durch dx und 


1) Vol. auch den vorhin denken Artikel von J.F.Bubendey, 3. 525-560; 
ferner W. Keck, Vorträge über Mechanik, 2. Teil, 3. Aufl., bearbeitet von L. 
Hotopp, Hannover 1909, 5. 328—339; A. Föppl, Vorlesungen über technische 
Mechanik, 1. Bd., 3. Aufl, Leipzig 1905, 9. 394—401. 

2) Es sei noch einmal besonders hervorgehoben, daß bei der folgenden 
Untersuchung die Größe t nicht, wie sonst häufig, die Zeit bedeutet. 


ltr, 
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dt ausdrücken. Dies kann ‚geschehen, indem man die zur Abszisse x 
gehörige Ordinate KL — y (Fig. 41) des Punktes Z der Staukurve be- 
Bahr Offenbar ist _ 


(7). y=ztga+t, also dy=dxrtiga +dt, 
so daß (4) mit Rücksicht auf (6) in 


u v! da 
| deiga+di—,, + 39 cos a 
oder mn 
® 
o (ie «- em rule dt 


übergeht. Auch die Geschwindigkeit v läßt sich aus dieser Gleichang 
entfernen, denn nach (5) ist N a?vg%:%. Wenn man ferner beachtet, 
daß für en nicht gestauten Querschnitt von der Tiefe « und vom 
Flächeninhalt 7, das relative Gefälle @ - —=tg« ist, so folgt im Hin- 
y blick auf (7), daß für diesen (uer- 
schnitt ;— eb, — verschwindet; ist %, die zu- 


gehörige Tänke des benetzten Umfangs, 
so wird nach (8) 

UUUg® 

F,2gcoae 


05 


Diese Gleichung liefert für v2: .27 
den Wert F,sin«:&u,, der angenähert durch ab sin«:&5 oder asin«:$ 
ersetzt werden kann. Daher ergibt sich 


Fig. 41. 


ve: a0, Arnd 


re TI 


und wenn man diesen Ausdruck in die Gleichung (8) einführt und in 
ihr u: F' durch b: bi = 1:t ersetzt, folgt 


a? ga° sin « 
@ a) tga(1 - 5)de- - (1 -)at 
oder er 
Pe, 
\ _— m? 

(9) ie tg ade = BEST EN NERS dt = 2 BER x di, 
wobei zur Abkürzung u — m’ gesetzt wurde. Daher wird 
(10) age | gemalt C. 


Dieses Integral ist nach Regel 1, S, 109 zu N in 
(103) ft+ Se d-t+a— m), 


le ee ei BR En DEE 
w. 4 x ” “ v e . 
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wo nun das Integral der rechten Seite von (10a) durch die Substitution 


t:a=rın Er a übergeht, und dies ist durch ne 19,!3: ie 


7x3 
erledigt. Mit Rücksicht hierauf folgt 
(11) —atge= 4% 91 In en aa +0. 


Die Integrationskonstante läßt sich bestimmen, indem man z.B. 
annimmt, daß die am Wehr (x = 0) vorhandene Wassertiefe = H be- 
kannt ist. Man erhält schließlich zwischen ‚der Abszisse x an der 
Wassertiefe i die Beziehung 


12): ig H—_i 
"—m’f, A-ay#tatre en! 2124 a) \ 
We 3a? ee NER 5 a ay3 


wobei der Faktor von re nach Aufg. 14, 5. 78 durch 


a(H — -MY3 


t 
en at a(H 5) 2a 


ersetzt werden kann. Auch würde man in der linken Seite der Glei- 
chung (12) anstelle von tg« das zum Winkel « gehörige Bogenmaß « 
setzen dürfen, da der Winkel « eine kleine Größe ist. 


Will man die Gleichung der Staukurve in den Koordinaten x, y 
‚haben, so ist # in (11) und (12) nach “) durch y— xtga zu er- 
setzen. 


Es mögen hier noch einige ker chätean angereiht werden, die 
zwar nicht in das Gebiet der Integralrechnung gehören, aber an (11) 
und (12) anknüpfen und Interesse verdienen. Zuvor sei aber daran er- 
innert, daß bei den vorstehenden Ableitungen gewisse Voraussetzungen 
gemacht wurden, die in der Wirklichkeit nicht strenge erfüllt sind. Es 
wurde z. B. für die Geschwindigkeit ein Mittelwert eingeführt, « durch 5 
ersetzt, die Größe & als konstant betrachtet, während & im gestauten 
Wasser jedenfalls einen anderen Wert hat als im ungestauten. 

Zur Bestimmung der schon $. 153 erwähnten Stauweite ist in (12) 
{= a zu. setzen; man erhält alsdann x = oo, d. h. der gestaute Wasser- 
spiegel geht erst in unendlich großer Entfernung in den ungestauten 
über, ein praktisch wertloses Ergebnis. In Wirklichkeit wird es ge- 
nügen, den Anfangspunkt der Staukurvo in dem Teil der Kurve anzu- . 
nehmen, in dem ! nur wenige Zentimeter größer ist als a. 


Zur Untersuchung einer Kurve sind bekanntlich die zwei ersten 


2; ; ü 
Ableitungen = und wichtig; sie mögen daher zunächst bestimmt 
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Ä | d dy ® d*t 
werden. Nach (7) en ey = ie an a 
auf (9) erhält man also 


(13) DER (1 area “ige - „um tee, 


zw dm’ 


% mit Rücksicht f a 


dx we — 


und dieser Wert ist im Intervall « <t und für a-+m ein echter Bruch, 
denn die Neigung c der Flußsohle ist in Wirklichkeit meist gering, also 
tg jedenfalls ein kleiner echter Bruch. Aus (13) folgt 


dy (a —mydttiga dt 3a— my — adtg’« 2 


—— lm Tb a Een 


der... ((!— m’! dız (6° — md)? 1. 
das Vorzeichen von 2 stimmt daher mit dem Vorzeichen des Wertes 
(a — m’)(®— ad): (’— m?) überein oder da innerhalb der Stauunga<t 
ist und nur die der Stauung entsprechende Strecke der Kurve (12) be- 


N g : 
trachtet werden soll, hat en innerhalb dieser Strecke dasselbe Vor- 


zeichen wie (a3 — m?) : (f?— m?), also wie 2: Jedenfalls hat daher 
Ay “1: BR | Bu, 2a’ sine 
in® einen positiven Wert, so lange m </a ist oder, wegeh m En 

so lange 2sina<{& ist. In diesem Falle kehrt die Kurve ihre konkave 
Seite nach oben. Mit dem schon früher erwähnten Mittelwert 0,008 
für & würde sin« < 0,004 folgen, das relative Gefälle wäre alsdann 
kleiner als 1: 250.') Die Bedingung m <a läßt eich übrigens auch 


mit Hilfe der schon benutzten, nur angenähert richtigen Beziehung 
1.8 
En = u auch durch u? < ag ersetzen. 

Im Falle m = a folgt aus (12) die einfache Gleichung ztge = H— t; 
da aber t= y— wig ist, a man nun als Staukurve die wagrechte 
Gerade y= H. 


ein Interesse bietet der Fall m>a, d.h. 2sina>£ oder 
| auch —- > a, die Wassertiefe a ist dann kleiner x; die doppelte Ge- 


He; 


kenn Für den Wert = m wird hier 53 Fr ©, die Kurve 


‚hat also eine vertikale Tangente ‚ und tatsächlich ist der Wasserspiegel 
an der entsprechenden Stelle nahezu senkrecht, es findet ein sogenannter 


Wassersprung statt, eine Erscheinung, die im Jahre 1819 von dem 


u, .G. Bidone?) beschrieben wurde. Im Intervall a <t<m ist 
ei Far positiv, im Intervall t> m negativ; oberhalb der Sprungstelle kehrt, 


1) Dieser Fall liegt meistene in der Natur vor; so ist 2. B. das relative 
Gefälle des Rheins bei Mannheim 1:10000, von Bingen bis Bacharach etwa 1: 2060. 
2) Vgl dessen Abhandlung Experiences aur le remou et sur la propagation 


des ondes in den Memorie della reale secademia BeNR, scienze di A Bd, 25 en 


(1820), 8. 21. 


DS Ka 
RR ER GRRR 
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also die Staukurve die konkave Seite nach oben, unterhalb der Sprung- 
stelle die konvexe Seite. ne 

Auch die Höhe des Wassersprungs läßt sich angenähert bestimmen. 
Nimmt man nämlich an, daß die Wassertiefe in nächster Nähe des 
Wassersprunges, aber oberhalb desselben mit der Tiefe a des unge- 
stauten Wassers übereinstimme, eine Annahme, die meist angenähert 
richtig ist, und nennt man t, die Tiefe des Wassers direkt unterhalb 
des Sprunges, v, und v, die zu a und it, gehörigen Geschwindigkeiten, 
80 ist nach (2) | 

i ) 2 ® 2 

(14) N re ya TE 


Da ferner durch jeden Gnerichniih in der Zeiteinheit gleich viel Wasser | 
strömen soll, ist a0, = v;t,, also v, = av,:t, und 


Bl ER a u 2 
ar) - er — a?) 
oder nach Wegheben des ge Faktors 4 — a: 


2 4 
2’ h=an, somit = _ Ve + nen, | 


wo bei der Quadratwurzel das Pluszeichen zu a ist, denn andern- 
falls würde {, negativ werden. Für die Höhe des Wassorsprungs erhält 
man daher als angenüherten Ausdruck 

(15) | 0 = 4 + Verne 8. 

Wir möchten bei dieser Gelegenheit darauf hinweisen, daß die Er- 
gebnisse der vorgtehenden Untersuchung nur theoretische Bedeutung 
haben, also nur als eine erste, in vielen Fällen unbefriedigende An- 
. näherung an das wirkliche Verhalten aufgefaßt werden dürfen. Lassen 
sich doch bei derartigen Untersuchungen keineswegs sämtliche Einflüsse, 
die durch die Reibung des Flusses an den Uferwänden, im Flußbett 
oder durch die gegenseitige Reibung der Wasserteilchen hervorgerufen 
werden, mathematisch formulieren. Der auf Seite 151 eingeführte Er- 
fahrungskoefäizient & wird überdies in Wirklichkeit nicht einmal für 
eine kurze Strecke des Flußlaufes konstant sein; er wird sich außerdem 
auch mit der Zeit ändern, da im Flußbett fortwährend kleinere oder 
größere Änderungen vorkommen. Der früher erwähnte Mittelwert 0,008 
für $ kann eigentlich nur darüber Auskunft geben, von welcher Größen- 
ordnung etwa & ist. Vgl. auch die Fußnote 2) zu S. 151. 

2. Es soll nun dieselbe Aufgabe wie bei 1 durchgeführt werden 
für den Fall, daß das Querprofil des Flusses eine Parabel ist oder ein 
Trapez, an dessen Stelle aber eine Ersatzparabel treten kann.’) 


—m 


1) Über die Bestimmung dieser Ersatzparabel vgl. J. F. Buhendey, Artikel 
über praktische Hydraulik im Handbuch der Inganievrwissenschaften, 3. Teil, 
1. Bd., ‘4. Aufl., Leipzig 1911, 8. 630-532. 


Dingeldey: Differential- u. Integralrechunng. TI. 3. Aufl, 11 
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Bevoceb auf ein Koordinhtensystem LE, dbäseh, ea ne er ‘ ; r 
Achse der Parabel zusammenfällt, während die 2-Achse a n. 


ist, sei 
A) | un 


die Gleichung der Parabel. Ferner sei b die Breite des Wasserspiegels, 


a die Wassertiefe ; in einem Querschnitt des ungestauten Wassers kurz "8 


4 | . vor Beginn der Stauung (Fig. 42). Alsdann 
ara ist (nach Aufg. 24, 8.7) R=iabde 
Nat ; Flächeninhalt Baer Overichnitte Go: BO 


en wenn man wieder, wie.in Aufg. 1, annimmt, 
“a2. 


in Betracht kommenden Fehler durch die Breite des Wasserspiegels 
ersetzt werden kann, wird u: ,=b:2ab=3:2a. ee ist 


2) ie 38 22 

der Inhalt eines Querschnitts q de gestauten Wasses von.der Tiefe t, | 
daher wi 
(3) u:f=3:2t. 


Die Forderung, daß durch jeden Querschnitt in gleichen Zeiten 
gleiche Wassermengen fließen sollen, liefert die Beziehung | 


| 2abv, = ktzv — 4 Y2ptv 
oder 


Le . a:b®v,? 
(4) wen Sp 2, 


und wenn diese Gleichung in der Form v’t’ = a2b?v,?: 89 geschrieben 
wird, folgt durch Differentiation 30’? di + 2v0f’dv= 0 oder 


(5) = td, ov-— gi. 


Bevor wir die Ausdrücke (3), (4) und (8) ü in die a in Aufg ı 
benutzte und daselbst abgeleitete Gleichung. 
(6) | DE e 


2g9c08« 


eintragen, soll der Ausdruck (4) für v® noch vereinfacht werden. Dies 
kann geschehen, wenn man beachtet, daß auch jetzt gerade so wie in 
es 1 die Gleichung. 


Mei; 


Ei er 
gilt, aus der wegen u): 0: = 3:2a die Beziehung | 
CN ie, R EN 2 a sine 


— 


29 5 


daß der benetzte Umfang u, von 9, ohne 


N BR Rt | ns N  Staukurte, REN 0 Mi "LOL, 


“ © int Biördureh und vermöge der Gleichung (ab) — a na man 
für o?:2g aus K den Wert: | 


(8) or 2 atsine Hr 


I ED 
und anstelle von (8) tritt | 


9) | vdv eat. 

"Mit Rücksicht auf (8), (8) und (9) geht nunmehr aus m die 
Alshung | 
(10) 9: rn a nr BR gu 


Heron, und da auch jetzt wieder, wie in Aufg; 1, die Beziehung 
dy = tg edc + dt 
stattfindet, folgt schließlich 


} 


a) (-4)t u.da - - — (1- a di, 
eine Gleichung, die in der Bo, “ | 
(12) | \ 1 tgo de ne dt 


geschrieben werden kann, wenn man 2atsin«:$ durch m! ersetzt. Aus 
(12) folgt sofort 


(19):,° ee flat 0 
also mit Rücksicht auf Regel 1,8. 109: 
(14) | -atga=t4 (dm) rau 0 


Man beachte hiethei die Analogie dieser Gleichungen (12) bis (14) 
zu den Gleichungen (9) und (10) von Aufg. 1, 8.154. Das Integral 
in (14) geht durch die Substitution i= ar in 


. 
\ 


a de 
a)" —-ı 


über, das durch Auf. 21, 8.134 erledigt ist. Bezeichnet H die Wasser- 
tiefe am Wehr (20), so "erhält man ähnlich wie in Aufg. 1 die Gleichung 


(15) eh: a an 2 2(aretg— are tg—))- 


4a? (H+u) (t—a) 
Hierbei kann die der beiden Funktionen arc tg Ban ' 
 Aufg. 14, S. 78 durch are te = ergetzt werden. 


11 


a ni 
I be N ni; 
ri AR : 
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Aus der Beziehung (15) zwischen der Wassertiefe t und der Abszissex 
des ihr zugehörigen Querschnitts erhält man die Gleichung der Stau- 


kurve in laufenden Koordinaten x, y, wenn man ? durch y— xtge 
ersetzt. 
Für ? Sn =tg« un z, un nd I- en Bade) man die Ausdrücke: 
dy BRL.E = mi d’y „ 4(a!- — m‘) ti — a’) tg? © 
ee Am Et da Mm, ns 


Da diese analog gebaut sind wie die entsprechenden Ausdrücke in 
Aufg. 1, gestaltet sich auch die Untersuchung der Staukurve ganz ähn- 
lich, soll daher nun unterbleiben. Nur ein Umstand sei hervorgehoben. 
Während bei Aufg. 1 die Berechnung der Höhe des Wassersprunges auf 
eine quadratische Gleichung führte, ergibt sich nun eine kubische Glei- 
chung; es läßt sich leicht zeigen, daß sie nur eine reelle Wurzel hat. 

3. Die Gleichung der Staukurye für den Fall abzuleiten, daß der 
Flußlauf zwar einen rechteckigen Querschnitt hat, aber der benetzte Teil 
des Umfangs nicht durch die Breite des Wasserspiegels ersetzt werden 
darf, da die Breite, verglichen mit: der Tiefe, nicht groß genug ist.?) 

Wir beschränken uns darauf, die wichtigsten Gleichungen anzu- 
geben und gehen auf die Rechnung nicht näher ein. Hier wird F,=ab, 
w=b+2a, F=bt, uv=b-+-2t; anstelle von (8a), S. 154 tritt 


( a°(b +24) 2. f4 .. 2a’bsin« 
er Par Sul ee 1 A al as 


woraus mit Hilfe der Abkürzung m’ = ER ne die Gleichung 


b+2at!—bm’- 2adt + b(a? — m?) 


bgede— ig art fi Tora Rare 


\ at 
hervorgeht. Durch Integration ergibt sich. 


2a + la — mb, t—a 
Ee BR U un Bine DS URS OL EN EN 
en 85 + &u)a® ua Lam: Fa)? tab+ 2alt+t Farb 


a{4a°’+2a*b— a®b’-+2abm’+-b?’m?) 


2(36 + da)a? al eo | 


+ 


Ver Berechnung des letzten Integrals ist zu untersuchen, ob der 
im Nenner stehende Ausdruck zweiten Grades reelle oder komplexe Fak-. 
toren hat; die Diskriminante dieses Ausdrucks ist a?(b+2a)(2a— 3b), 
also negativ, denn es wird stets 3b > 2a sein. Daher ist anzunehmen, 
daß der unter dem Integralzeichen auftretende Nenner komplexe Fak- 
toren hat. Bei Anwendung des Ergebnisses von Aufg. 4, 8. 113 und 
unter der Annahme, daß die Wassertiefe am Wehr («= 0) gleich H- 


i) Vgl. hierzu J. F. Bubendey, a. a. 0. S. 540543. 
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sei, erhält man schließlich zwischen der Abszisse x und der Wassertiefe t 
die Beziehung 
| 2a’ -+(a? — mb In (H—a)] MESTIETIESDIETN, 
(8b -+4a)a? (t— aaYb b+ 2a) HP’ tab+2a)H+arb aid 
40° + 2a'b —a’b!-+ 2abm! + b’m a ar 2 (2 H 2 H-Ha)Vb-+2a 2a 
eb +10) Yo + 20) @— 2a) gr a y3b — 2a 
— arc tg (et +a)yb+ 2a u 
ay3b — 2a 


ztge= H— Gen 


Geschwindigkeit chemischer Reaktionen. 


Eine Beziehung zwischen der bei einem chemiseben Vorgang inner- 
halb einer gewissen Zeit umgewandelten Stoffmenge und dieser Zeit 
selbst ist zum ersten Mal im Jahre 1850 von L. Wilhelmy bei einem 
bestimmten Beispiel, nämlich bei Untersuchung der Einwirkung von 
Säuren auf Rohrzucker mathematisch formuliert worden.!) Rohrzucker, 
der in verdünnter wässeriger Lösung mit einer Säure zusammengebracht 
wird, zerfällt nach Aufnahme von Wasser in Dextrose (Traubenzucker) 
und Laeyulose (Fruchtzucker), während die Säure selbst im Verlauf der 
Reaktion ihre Konzentration nicht ändert, sondern nur als Beschleuniger 
der Reaktion, als sogenannter Katalysator®) wirkt: 


„Hs, + 0 = 0H,0, + GH, 0%- 


Rohrzucker Wasser Dexirose Ererilone 


| Würde man die Säure weglassen, so könnte der Verlauf der Reak- 
tion wegen zu geringer Geschwindigkeit überhaupt nicht verfolgt werden. 

Wilhelmy nimmt an, daß unter sonst gleichen Umständen die 
Menge Zucker dx, die sich während eines Zeitelements df umwandelt, 
der noch vorhandenen Menge unveränderten Zuckers proportional sei, 
also eine Gleichung von der Form dx = k(a— x)dt bestehe, wo k eine 
Konstante und a die zu Beginn der Reaktion vorhandene Zuckermenge 
bedeutet. 

Den Verlauf der Umwandlung konnte Wilhelm y mit Hilfe eines 
Saccharimeters von Soleil kontrollieren, denn während der nicht inver- 

1) Annalen der Physik und Chemie, hrsg. von Poggendorf Bd. 81 (Bd, 21 
der 3. Reike), Leipzig 1850, S. 413; ein von W. Ostwald herausgegebener Ab- 
druck bildet Heft 29 (Leipzig 1391) von Ostwalds KIagaern der exakten Wissen- 
8 
es Von dem griechischen Worte xaraivsiw, auflösen. Übrigens gibt es auch- 
negative Katalysatoren, Stoffe, die eine Beaktion verzögern, aber die Reaktions-- 
beschleuniger sind häufiger. Charakteristisch für einen Katalysator ist, daß seine. 
‚Menge, verglichen mit der Menge der umzusetzenden Stoffe, äußerst gering ist 
und daß er selbst an der Reaktion scheinbar nicht teilnimmt, sondern aus ihr 
unverändert hervorgeht. 
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tierte Rohrzucker die Ebene des polarisierten Liohtes nach rechts dreht; ' 
ist die Mischung der Inversionsprodukte linksdrehend. 


Die Inversion des Rohrzuckers ist ein Beispiel zur Anwendung des 
von C.M.Gulidberg und P. Waage formulierten Gesetzes der chemischen 
Massenwirkung.‘) Nach diesem ist die chemische Kraft, mit der 2 
Stoffe aufeinander wirken, gleich dem mit einem „Affinitätskoeffizienten“ 
multiplizierten Produkt ihrer „aktiven Massen“. Hierbei ist die aktive 
Masse oder die Konzentration eines Stoffes diejenige Masse desselben, 
‘die in der Volumeinheit enthalten ist. Um zu zeigen, wie sich diese 
Konzentration durch Zahlen ausdrücken läßt, werde bemerkt, daß die 
chemisch wirkende Masse eines Stoffes durch sein Molekulargewicht dar- 
gestellt wird. Die Anzahl von Grammen, die mit der Zahl für das 
Molekulargewicht übereinstimmt, wird ‚(nach Vorschlag von W. Öst- 
wald) als Grammolekül oder Mol bezeichnet; daher ist die aktive Masse 
oder die Konzentration eines Stoffes gleich der Anzahl der in der Volum- 
einheit, einem Liter, enthaltenen Grammoleküle.?) Will man die aktive 
Masse berechnen, die sich in einem Volumen von Y Litern einer Mischung 
befindet, so ist offenbar die in V enthaltene Menge des Stoffes in Gram- 
molekülen auszudrücken und diese Zahl durch Y zu dividieren. 


Wenn sich z..B. zwei Stoffe A und B vermöge der zwischen ihnen 
bestehenden Reaktion in zwei andere A,, B, umsetzen, so läßt sich die 
Geschwindigkeit, mit der dies geschieht, leicht farnubepeht da diese 
nach dem Massenwirkungsgesetz von Guldberg und Waage dem Pro- 
dukt der Konzentrationen proportional ist. Hier sind aber zwei Fälle zu 
unterscheiden. Erstens kann nämlich die Reaktion fortschreiten, bis die 
eine Molekülart ohne nachweisbaren Rest durch die Einwirkung der 
anderen umgesetzt ist, die Reaktion ist alsdann nicht umkehrbar. Der 


% Die bier zu erwähnenden Abhandlungen von Guldberg und Waage 
sind in den Forbandlinger ı Videnskabs-Selskabet in Christiania 1864, im Uni- 
versitätsprogramm von Christiania für das 1. Semester 1867 ünd im 127. Bande 
von Erdmanns Journal für praktische Physik erschienen. Ein von R. Abegg 
herausgegebener Abdruck dieser Arbeiten bildet Heft 109 (Leipzig 1899) von Ost- 
„wälds Klassikern der exakten Wissenschaften; man beachte daselbst besonders. 
8. 5-9, OL f., 197, 1385. Übrigens katte schon C.L. Berthollet im Jahre 
1808 ausgesprochen, daß die zwischen mehreren Stoffen stattfindende chemische 
Wirkung nicht nur von der Affinität, sondern ganz besonders von den Mengen- 
verhältnissen dieser Stoffe abhänge. Ferner finden sich die Ansichten von Guld- _ 
berg und Waage, wenn auch nicht in ihrer Allgemeinheit erkannt, im wesent- 
lichen ausgesprochen bei W. Esson in einer Abhandlung, die in den en 
Transactions of the royal society of London, Bd, 156 (Jahrgang 1866), S. 216 ff. 
erschienen ist; vgl. auch eine Arbeit von V. Harcourt und W. Esson, ebenda 
Ba. 157: (Jahrgang 1868), BALL. 

2) So ist z. B. ein Mol Sauerstoff (0,) so viel wie 32 g Sauerstoff, denn das 
Atomgewicht von OÖ beträgt 16; ebeuso ist ein- Mol Salzsäure (HC) —=1-+ 35,45 
= 36,45 g Salzsäure, ein Mol Rohrzucker (Ga H.0,)=12-12 4 22- 1 +11:16 
= 342g Rohrzucker. | ‚ N SE 
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k aerd Fall ist den daB die aus A und B hervorgegangenen Produkte 


A, B, in ihrer Wirkung aufeinander das Bestreben haben, wieder 4 


und B zu bilden, die Reaktion ist alsdann umkehrbar. Man drückt dies 
durch eine Gleichung aus von der Form 


A+BIZA, +B, 


und sagt, die Reaktion verlaufe im Sinne der Gleichung sowohl von 
 Ninks nach rechts wie von rechts nach links. / 

Es werde nun angenommen, daß nicht nur die Stoffe A und B, sondern, 
auch die durch die Reaktion zwischen A und B gebildeten Stoffe A, 
B, schon anfangs in der Mischung vorhanden waren, und zwar seien 


a, b,a,, b, die Anzahlen der in dem Volumen V der Mischung zu Be- 


ginn der Reaktion enthaltenen Grammoleküle der Stoffe A, B, A,, 2.. 


 Alsdann wird nach einer gewissen Zeit 7’ ein stationärer Gleichgewichts- 


zustand eintreten. Wie lange dies dauert, hängt nicht nur von dem be- 
treffenden Katalysator, von der Affinität und den Konzentrationen der 
Stoffe A und B, bzw. A, und B, ab, sondern ganz wesentlich von der 


Temperatur; diese Zeldader 1 En dementsprechend mehrere Stunden, 


aber auch viele Tage betragen, theoretisch ist 7 = oo. Auch das Licht 
kann, wie allgemein bekannt. ist (Photographie), eine Reaktion beeinflussen; 
ne gilt vom Druck, ‘wenigstens bei Reaktionen zwischen Gasen. 


Sind bei Eintritt des Gleichgewichtsz standes je x Mol der Stoffe A 


und. b umgesetzt, so sind 
a—% ee a, +2 


| LERN N: 12 
die endgültigen Konzentrationen und es besteht alsdann die Gleichung 
ka—9)b—a _ kat) ta) 
..V*: B Ra 20m 


oder | 
] -b—n u | 


+9 +2) 8’ 


wo k und k, die zu 4, B bzw. AL, gehörigen MfAnitätskooffizienten 
oder Reaktionskönstanten. (auch mligr konnen) bedeuten, 


Diese chemische Umsetzung erfolgt aber keineswegs mit konstan- 
ter Geschwindigkeit, vielmehr ist nach Guldberg und Waage die Re- 


aktionsgeschwindigkeit in einem bestimmten Zeitmoment £, d. h. t Zeit- 
einheiten nach dem zur Zeit t=0 eingetretenen Beginn der. Reaktion, 
gleich der Differenz 


Ka-9R-d_ka+d+d 
y3 Br FACSIENIE ? 


wenn zu dieser Zeit je & Mol der Stoffe A und B umgesetzt sind. Da 
"unter der Geschwindigkeit, mit der die Reaktion zur Zeit £ vor sich geht, 


Bra) N im er 04 
% * “4 
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der Quotient aus der während eines Zeitelements dt umgesetzten Menge 
d& und dem Zeitelement dt selbst verstanden wird, hat man die Gleichung 


Id Be ka +d)b +8 
Far. we 


wenn die Geschwindigkeit auf die Einheit des Volumens der Mischung 
bezogen wird. Vermöge dieser Gleichung ist ? gleich dem über einen 
Quotienten aus d& und einer ganzen Funktion von & erstreckten Inte- 
tegral, so daß { mit Hilfe der Methode der Partialbruchzerlegung leicht 
berechnet werden kann. Die Integrationskonstante läßt sich bestimmen, 
wenn man beachtet, daß zur Zeit = 0 auch &= 0 ist. So erhält man 
die Zeit £, die verfließen muß, bis eine gewisse Menge x umgesetzt ist, 
als Funktion von. x, etwat= ol; und die Auflösung dieser Gleichung 
nach # beantwortet die Frage nach der zur Zeit t umgesetzten Menge z.') 

Die meisten Beispiele zur mathematischen Verfolgung des Verlaufs 
einer Reaktion gehören dem Gebiet der organischen Chemie an, denn die | 
Reaktionen anorganischer Stoffe verlaufen meist momentan. 

1. Bevor solche Beispiele gegeben werden, deren Erledigung auf 
Integrationen mit Hilfe der Partialbrachzeriegung führt, werde ein Bei- 
spiel für einen nicht umkehrbaren chemischen Vorgang behandelt, bei 
dem allerdings keine Partialbruchzerlegung vorkommt, nämlich die schon 
S. 161 erwähnte Inversion des Rohrzuckers, der in verdünnter wässeriger 
Lösung mit einer Säure zusammengebracht wird. Bei hinreichender 
Verdünnung kann die aktive Menge des Wassers als konstant angesehen 
werden, denn nur eine geringe Menge Wasser wird chemisch verbraucht; 
die beigefügte Säure wirkt überhaupt nur katalysatorisch, beteiligt sich 
also außerdem nicht an der Reaktion. Enthält ein Volumen von Y’Litern 
anfänglich a Mol Rohrzucker, so besteht hier eine Irene von der 
Form \ 

(1) . = e- ku oder e = kla — 8). 

Es soll nun die zur Zeit # umgesetzte Menge x als Funktion von ? 

dargestellt werden, und HIRBOREEN i als Funktion von &. 


Man. erhält 
177 
(2) er er, 
oder bei Einführung der geröhnlichen Logarithmen 
(2a) = 


1) Zum näheren Studium der Theorie der Geschwindigkeit chemischer 
Reaktionen sei verwiesen auf das Kapitel über chemische Kinetik in dem Werke 
von W. Nernst, Theoretische Chemie, 7. Aufl., Stuttgart 1913, 8. 579—617. 


SE 2 es Ne 1a > AS EndR 002 
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Inversion des Röhrahbkers 165 


_ 


denn es it n _— — ; log wo M den Modul 0,43429 der ge- 
wöhnlichen eoerihmen I: "Mm die Zahl 2,30259 bedeutet.?) 
Die Auflösung der Gleichung (2) nach x ergibt 


(3) | nn g=all —e-"). 


Der Ausdruck (1) für die Reaktionsgeschwindigkeit zeigt, daß diese 
allmählich kleiner wird. Nach einer gewissen Zeit, theoretisch allerdings 
erst für {= oo, hört die Reaktion auf, die. ganze vorhandene Menge @ 


des Rohrzuckers ist BIBPRERU GR Wird in (2) 2 = n a gesetzt, so folgt 


= In2, d.h. der mit In2 — 0,6931 plate reziproke Wert 


von h gibt die Zeit an, die zur Inversion der Hälfte des vorhandenen | 
Rohrzuckers notwendig ist.?) 
Bei der experimentellen Prüfung der Richtigkeit der Gleichung (2) 


beachte man, daß In Eee konstant sein muß. Natürlich darf sıch die 


Temperatur während er eanzeh Vorganges nicht ändern, denn mit 
einer solehen Änderung würde die Konstante k einen ‚anderen Wert an- 
nehmen. 

An Stelle von a und x kann man auch die im Saccharimeter ge- 
messenen Drehungswinkel einführen.) Es sei nämlich «, der zur Zeit 
t= () im Polarisationsapparat angezeigte Winkel; nach Inversion der 
ganzen Zuckermenge sei &, der abgelesene Winkel, somit &,-— x. die 
gesamte Drehung. Zeigt der Apparat zur Zeit i den Winkel « an, so 
ist &, — & die zugehörige Drehung. Nun sind diese Ausdrücke den in- 
vertierten Zuckermengen proportional, somit &, — x und „—ezua 
bzw. zu x proportional und « — «.zua— x. Die Gleichung (2a) kann 
daher auch durch 


(4) = : 2,30259 log I 
ersetzt werden. Eine andere Form der Gleichungen (2) und (4) ist 


(5) wet Alena an 


Er ER EREE 


1) Vgl. Teil I, 8.81. W. Ostwald hat im Journal für praktische Chemie, 
Bd. 137, neue Folge Bd. 29 (1884), 8. 406—408 eine Tafel veröffentlicht, die. 
die zu den Werten von z@:@a= 0,001 bis x: == 0,999 gehörigen gewöhnlichen 
Logarithmen von 


lern, 
enthält. 
2) Vgl. zu dieser Bemerkung W. Nernst, Theoretische Chemie, 7. Aufl., 
Stuttgart 1918, 8. 581. Vgl. ferner Gleichung (4), in Aufg. 26, 8. 71. 
3 Vgl. die Bemerkungen auf 8. 161f. zu Wilhelmys Untersuchungen. 
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wo &, Ne 2, die zu den Zeiten t, bzw. 4 inv ertierten Zuckermengen, 
e, und ©, die zugehörigen ahkellarnen Winkel bedeuten, 


Es wurde schon vorhin bemerkt, daß bis zur Inversion der gesamten 
Zuckermenge theoretisch eine unendlich lange Zeit verfließen müßte; 
praktisch wird man in vielen Fällen annehmen dürfen, daß die Reaktion 
beendigt ist, wenn nur noch O,1°,, des ursprünglichen Stoffes vorhanden | 
ist. 2 Formel a &) geht für diesen Fall über in er 


2 3. 3.2,30259 6,908 


I 2,3025910g 01. — a a se 


Um zu zeigen, wie die auf Grund der es! an: Experimen- 
tes durchgeführte Berechnung von —- - 2,30259 log — — wirklich nach 


(4) nahezu konstante Werte % reihe steilen wir einige Zahlenwerke in! 
einer Tafel zusammen, deren beide ersten Spalten einer Arbeit von Ost- 
wald entnommen sind.') 


—— 


N 
} 


1335 
2316 
3055 
4619 
6949 

x 


Bei diesem Versuch wurde die verdünnte Anekeriauiee mit Schwe- 
 felsäure zusammengebracht. Die erste Spalte enthält die Zeit t in 
Minuten, die zweite die zugehörigen, am Saccharimeter abgelesenen 
Winkel in Graden. Daher ist «, = 25,02. Der Betrag &. = — 8%,12 ent- 
spricht theoretisch der Zeit t= &, Hraktiach einer Zeit, zu der die In- 
version merklich vollendet war. Zur größeren Übersichtlichkeib ent- 


halten die dritte und vierte Kolumne die mit 10000 multiplizierten 
33, 14 


log 7 Kr bzw. von k; als Mittelwert von 


Werte von oe 2 Mrd 


10000 % findet man 97 ‚07. 


2. In dem soeben betrachteten Beispiel der Zuckerinversion änderte 
sich nur eine Molekülgattung, es lag eine unimolekulare Reaktion vor. 
In vielen Fällen ändern sich zwei Molekülgattungen A und Bn4. 
und B, ae Reaktion). Dabei möge zunächst ee | 


Tan ae SEITE GE STARTE Re 


4) Journal für praktische Chemie, Bd. 187, neue Folge Bd. 29 a 0884), 8. 04. 


Bimofekulare Roaktion RER | 167 


enden! daß die Reaktion nicht umkehrbar ist, aenk besteht nach 
S. 164 die Gleichung 


i d en u 
(1): en ei N oder = -kla—8)(b 8), 


wenn kh,:V=hk Gebete wird. Welche Beziehung findet nun zwischen 


‚der hunch Verlauf der Zeit # umgesetzten Menge &=x und der Zeit t 
selbst statt, wenn =0 und &=0 zusammengehörige Werte sind? 


Man. det 
a(b — x) 


@) Es A Liz a 5’ 
daher ist nun 
1 ab—xı) 
(3) Ü KR 6a) er a) In ba 8 2) m k. 
Die Auflösung nach x ergibt 
3 | Ba edkf 
an | e- ee 


Sind x, und«, die zu den Zeiten ti, und £, amgewandelten Mengen, 
so _ besteht die Gleichung 


r ' BR " „eb, 
a Er 2 imo ee 


Da nach (1) für &E = 0 die- Ableitung = gleich k-ab ist, gibt % 


die Reaktionsgeschwindigkeit an, wenn die Konzentrationen der ursprüng- 


lieh vorhandenen Stoffmengen gleich der Einheit sind und durch irgend- 
eine Vorrichtung dafür gesorgt wird, daß diese Konzentrationen un- 


verändert bleiben, also die entstehenden Reaktionsprodukte immer ent- 


‘ fernt und die umgesetzie Menge der ursprünglich vorhandenen Stoffe 
immer wieder ersetzt wird. \ 

Ein wesentlicher Unterschied zwischen der unimolekularen und bi- 
‚molekularen Reaktion besteht darin, daß bei der erstgenannten die Kon- 
stante % von der Konzentrationseinheit unabhängig ist, während sich bei 
der bimolekularen Reaktion die Konstante % mit n Konzentrations- 
einheit AuNEL) Dies folgt daraus, daß der in (2), 8. 164 auftretende 


Faktor In - en „ unverändert bleibt, wenn a und x durch na und nz er- 


setzt erlen: Dogesn ändert sich der Ausdruck (3), 8. 167, wenn. man 
in ihm a, b, x durch na, nb, nx ersetzt. 

Ein Beispiel einer bimolehularen Reaktion bietet die Verseifung von 
Essigester (Äthylacetat). Bine wässerige Lösung von Äthylacetat, die 
mit Natriumhydrozyd zusammengebracht: wird, verwandelt sich allmäh- 
lich in Äthylalkohol und Natriumacetat: 


0,8,0,C,H, + Na0H = C,HB,0H + CH,COONa. 
Kinyleretei Natriumhydroxyd Äbbylalkohol | ar N Anesotat. 


BER EIN. IRESRRRAINN 
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Diese Zersetzung zusammengesetzter Äther (Ester) durch Alkatin 
oder durch Wasser wird als Verseifung bezeichnet.') 


| 3. Wie lautet das Ergebnis, wenn in dem soeben behandelten all- 
gemeinen Fall die Stoffe A und B in äquivalenten Mengen (a = b) vor- 
handen sind? 


Hier wird 2 - = k(a — Hd, daher ergibt sich 


x a’kt 


= = 


akla—_ x)’ i+akt 

4. Man untersuche die bimolekulare Reaktion in dem Fall, daß der 

' Stoff B in überwiegend größerer Konzentration vorhanden ist als der 
Stoff 4, so daß a und & bi b-— a undb— x ee werden 

können. Ä 


Die Gleichung (2), 8. 167 verwandelt: sich jetzt in 


{ a a 
Be ne 2 ei 
im wesentlichen dieselbe Formel wie bei der unimolekularen Reaktion 
(Gleichung (2), S. 164). Der Faktor b des Nenners zeigt, daß die Ge- 
schwindigkeitskonstante K = kb nun von der ya abhängt, was 
bei den unimolekularen Reaktionen nicht der Fall ist. | 


' Eigentlich ist die schon betrachtete Inversion a Rohrzuckers _” 
(8. 161) eine solche bimolekulare Reaktion, denn Rohrzucker und Wasser 
sind beteiligt; da das Wasser jedoch in so sehr überwiegender Menge vor- 
handen ist, daß diese als konstant Be werden a verläuft die 
Reaktion wie eine unimolekulare. 


5: Man untersuche die umkehrbare bimolekulare Baukin, dureh die 


sich zwei Stoffe A und B in zwei andere 4,8; umwandeln, die ds 
Bestreben haben wieder A und B zu bilden; di Stoffe A und B seien. 
in äquivalenten Mengen vorhanden, also von jedem die gleiche Anzahl Mol. 


Nach den Bemerkungen auf 3. 164 ist nunmehr 


1 dE_ka—-dO-H—hE, 
Mrd y* 


‚Da äquivalente Mengen vorhanden sein sollen, möge a = b = ] gesetzt 
werden, alsdann erhält man | 


VE=kU--hBR 


— 


1) Näheres zu dem erwähnten Bau. findet man n. a. beiR.B. Werder. 
Berichte der deutschen chemischen Gesellschaft, 14. Jahrgang (Berlin 1881), 
8. 1861—1365; L. Th. Reicher, Liebigs Annalen der asp, Ba. 228 (IBEBIE | 
S. 257 —287; Bd. 238 (1887), 8. 276-286. 
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Bei Einführung von h: :k== a wird 


Er a 2] Se RL 
so actı kU— 0) E-m)E— 3)’ 


wo 2, und 2, die Waurzeln der Gleichung (1—a)&— 25 +1 = 0 sind, 


nämlich 
2; Ir ie ER 2Ya 
%y ee UT irya’ er DLR Serge VB 
Die Ausführung der Bere ergibt 
vn. 
t= 2 SEE In —— zz, -+ Ö, 
wm 0-- a In , gefunden wird. So folgt: 
(er kiya Sr) 
SL A NER > Bu\e: —i 4 
. ya een GR kıyal ya 
ze ve 


Die Gleichung für den Endzustand dk(ı — X)’ —k,X?=0 (S. 164) 
liefert i 


1 
Bee 


Ein hierher gehörigen Beispiel ist die Esterbildung. Bei Mischung 
von Essigsäure mit Alkohol entsteht Äthylacetat!) und Wasser: N 


CH,: COOH + G,H,0OH & CH,CO0CG,H, + H,O; 
Essigsäure Ätbylalksohel Äthylacetat Wasser 


da vorhin ab = 1 angenommen wurde, wäre im Verhältnis von 1 Mol 
Essigsäure (60 gr) auf 1 Mol Äthylalkohol (46 gr) zu mischen. Es 
zeigte sich, daß der Stillstand der Reaktion eintrat, nachdem zwei Drittel 

. der ursprünglich vorhandenen Mengen umgewandelt waren. Die Mischung 
hat alsdann die Zusammensetzung: | 


4 Mol Essigsäure + 4 Mol Äthylalkohol + $ Mol Äthylacetat 
+ 3 Mol Wasser. 


— 


1) Die essigsauren Salze oder Acetate entstehen, wenn man in der Essig- 
säure CH,-COOH den Wasserstoff der Gruppe C 00H durch Metalle ersetzt; 
wird bei der Essigsäure der Wasserstoff dieser Gruppe durch Äthyl, d.h. durch 

‘die Atomgruppe C,H,, ersetzt, so entsteht Äthylacetat. Die Ester entstehen 
allgemein durch Verbindung der Alkoholradikale mit Säuren unter Austritt von 
Wasser. 
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een 3, ee 2 oder ak, ik: ar | 
ferner wird, =1:(1 Ba 2 und. I 


DE, 2—x 
te, am er 


Da. das Volumen der Misehung durch die > Esterbildung kaum ge- 


| ändert, wird, ist also nun der Ausdruck — In, ——- konstant. 


In nachstehender Tafel werden ea Werte von fund x mitge- 
teilt, die die Ergebnisse der Beobachtungen von Guldberg und Waage 
bei Ksterbildung darstellen!); dabei ist die Zeit £ in Tagen ausgedrückt. 

Die dritte Pole der Tafel enthält die Werte der zugehörigen Größe | 


0,00242 
0,00252 
0,00246 


Man erkennt, daß erst vont=41 an X nahezu konstant ist; ale _ 
Mittelwert von K findet man 0,00274, und wenn die Zahlen X erst von 
{= 41 an berücksichtigt werden, ist 0,00243 der Mittelwert von K. 
Das verhältnismäßig späte Eintreten nahezu konstanter Werte von K 
schreiben Guldberg und Waage gewissen sekundären Wirkungen und 
besonders dem Umstand zu, daß sich Äther und Wasser nur schwierig. 
zu einer homogenen Lösung vereinigen lassen. | 

Da k,:k für alle Verhältnisse der Stoffmengen von Essigsäure nd 
Äthylalkohol denselben Wert beibehält, kann man mit Hilfe von 
&:k=1:4 hestimmen, wieviel, Bruchteile dieser Mengen sich bei 
irgend einem Mischungsverhältnis umsetzen werden: Mischt man z. B. 
a Äquivalente Essigsäure mit 5 Äquivalenten Äthylalkohol, so besteht 
die Gleichung: 

le: D-hiretie 


—— 


1) Journal für hraklinchn Chemie, Bd. 127, neue Folge Ba. 19 (1879), s. 83; | 
‚Ostwalds Klassiker Nr. 104, Leipzig 1899, S. 188, In dieser a findet 
man noch zahlreiche weitere Beispiele, 


N Sr # nal ER A 3 3 EL ae a8 a 21h, 2 en MSARIE 1 TE Kan aa IRRE 0 5 Vo lea a BET 1 a 1 Ce A Te Da Ze in ARE . 
N 3 Kt N AT, } Ku 


 Trimolekulare Reaktion. | SB LTE: 


ans der 


N +5 Var Dan ab) 
folgt: somit werden 


2; (a +d— Val + b? — ab)- 100 Prozent 
der vorbandenen Essigsäure verestert. 


6. Man untersuche den schon 8. 163 und 164 erwähnten Fall, daß 
die vier Stoffe A, B, A,, B, gemischt werden, wobei nun die Reaktion 
zwischen A und B die Stoffe A,, B, liefert, die Reaktion zwischen A, 

und B, die Stoffe A,B. 


Hier ist, wenn die Zahlen a, b, a,, 5 wieder auf die Volumeinhurt 
bezogen werden: 


u ro-9O-N-ha+9& +9, 


IR 
I EZ DDR at )%, BE eu a,b, 


(& ) LU, 
Kal, er ee 


wo x, und x, die Wurzeln der quadratischen Gleichung 
k—k)?— fla+b)k+(a, +b)k)&+kab— kab —0 


sind. 


7. Es soll der Verlauf der Reaktion berechnet werden, wenn dre 
Stoffe A, B, C in verschiedenen Mengen von a Mol, 5 Mol, ce Mol 
vorhanden. ind (trimolekulare Reaktion) und die Reaktion nicht umkehr- 
bar ist. 


Hier wird = k(a m Jade: Ele =), 


| Äh bc b c-&@ @ ® b | 
er LET In | ce: 3a Ar: an ai \ Di 5 
8. Man untersuche die trimolekulare Reaktion, für die 


a _ a d6- 8 


1st. | 
- Man erhält 
netıne eG 


ann 


Kama (0 


a a ER a u a as 
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em ht + on gefun- 


Da die Integrationskonstante Ö gleich 
den wird, ergibt sich schließlich 


1 I + bel 


er; kla— a —a)b "bb — x) 


... 9. Wie vereinfacht sich das vorstehende Ergebnis bei 
Mengen (b = a)? 
Man erhält 
E_ rad 
und | 
(2a — =) ar 1 UNE 
ET 
Ein Beispiel hierzu bietet die Einwirkung von HEisenchlorid auf 
Zinnchlorür auf Grund der Formel: 


2FeC, + SnC, = 2FeC, + SnCl.. 


Eisenchlorid Zinuchlorüär Eisenchlorür Zinnchlorid 
Aus Versuchen von A. A. Noyes sei folgende Zahlentafel ange- 
führt?), in der die letzte Spalte den nach der Formel 
1 z(20 — %) 
| Ya! — zn)? 
berechneten Wert der Konstanten k darstellt. Dabei ist € in Minuten 
ausgedrückt, a ist 0,0625. 


0,01 484 
0,01 998 
0,02 586 


0,08 076 
0,03 612 
0,04 102 
0,04 502 
0,04 792 
ö, ‚05 2 


0,04 816 
0,04 252 
0,08 664 
0,03 174 
0,02 638 
0,02 148 
0,01 T48 
0,01 468 
0,01 192 


Der Mittelwert von k beträgt 85,5. 


1) Zeitschrift für physikalische Chemie, Bd. 16 (1895), 8. 550. 
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89. 
Integration gewisser Difforentiale, die Wurzeln aus linearen 

Funktionen von x enthalten; | 
Integration binomischer Differentiale. 


'ı. Es bezeichne R eine rationale Funktion der diesem Funktions- 
zeichen begefügten Größen. Alsdann ist 


R(29, 27, 20, 2..), 
#0 9,9,r,... irgend welche echte oder unechte Brüche bedeuten, 
rational in zP, x%, 2”, ..., aber eine'irrationale Funktion von x. Durch 


die Substitution z = , ; = n den Hauptnenner der gleichnamig ge- 
machten Brüche »p, g, .. bedeutet, geht 


a 24, NAD 
in ein über eine rationale Funktion von 2 erstrecktes Integral über und 
kann hierauf nach den in $ 8 gegebenen Regeln erledigt werden. 
@. Das Integral 
e 1 / [ax + bym 
rl, (= ar a) ) ar 


geht durch die Substitution. 


in ein Integral einer rationalen Funktion von 2 über. 
3. Das Integral: 


Ra REN ) 
rk Ve, Feen fe 
geht durch die Substitution 
Ä a N 
| cc +d N 
wo N das kleinste gemeinschaftliche Vielfache der Wurzelexponenten 
9%, q,... bedeutet, in das Integral einer rationalen Funktion über. 


&. Unter einem binomöschen Integral versteht man den Ausdruck 


J=j2"(a+ba”Pdz, 
wo m, n, p beliebige rationale Zahlen sind, In folgenden drei Fällen 
läßt sich J in endlicher Form darstellen, indem man auf algebraische 
Funktionen und Logarithmen oder zyklometrische Funktionen ge- 
führt wird: | 


‚ Dingeldey: Differential- u. Integralrechnung. II. 3. Aufl. 12 


LEBE, RAIL ER U; EL HB ala a ae Bid a Sg WB a nd SR BE DEE DE EZ 
A a a ı u > 
= 


NENNT TU SCHENN NEE MDB NEE T BL RT NT ENTE RES EHEN EDRFT 
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a) Ist p eine ganze Zahl, während m und » Brüche bezeichnen, so 
führt die Substitution z = 2” zum Ziel, wo N den zu den Brüchen m 
und rn gehörigen Hauptnenner bedeutet. Ist insbesondere p eine ganze 
positive Zahl, so wird man die Integration dadurch erledigen, daB man 
(a + bar)? Sach dem binomischen Satze entwickelt, jedes Glied der so 
entstehenden endlichen Reihe mit 2” multipliziert und dann gliedweise 
integriert. | 

b) Ist (m+1):» eine ganze Zahl, so benutzt man die Substitution 
a+b&i"=2. 

ec) Ist (m +np + N: n eine ganze Zahl, so benutzt man die Sub- 
stitution a2””+b= 3. Dieser Fall ce) Sal: aus b) hervor, wenn man 
den Integranden in der Form x" +"?(ax0”" +5)? dx schreibt. 


Beispiele. 
1 Ya 00 = 88, 
ze? — YVx 
; Bd ® $ ; 
Is Er 6 (++ #+E+ 14, 2)de 
eg) Ri EL Se 53 = 
— 6i-2° En or +2? +40 +2°+m(VYz—1) |. 
3. ae de, 2 
Vs +Va) 
a es a) de = 6ln, m 
a ae 


fa ee 
z(y&+ ve)’ 


1 Siena flantr A) naht) 


| ner Rs el & In (Vet) ee 


4. Nimmt die Temperatur @ eines Körpers — gemessen etwa in 
Celsiusgraden — durch Strahlung nach außen le, - Zeit- 


' elementes dt um den Betrag do ab, so kann der Quotient © © als Er- 


kaltungsgeschwindigkeit des Körpers bezeichnet werden. Unter der bei 
schwächeren Erwärmungen gestatteten Annahme, daß die Ausstrahlung. 


F- N a a u I Arne 
a Fan a a er 3% A 
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proportional dem Unterschied zwischen der Temperatur des Körpers 
und der Temperatur seiner Umgebung sei, fand L. Lorenz in Kopen- 
Face für diese ‚Geschwindigkeit die Formel?): 


en —ho(1 +n6t), 


wo h und n dem betreffenden Körper eigentüntliche Konstanten sind. 
Man berechne hiernach die Zeitdauer i, des Erkaltens von der Tempe- 
ratur @,, die dem Zeitmoment t= 0 zugehört, bis zur Temperatur ©,. 


Man findet eh 
: BD u, an LTM 
if eitnye) 


und erhält durch die Substitution ei VO=: das Integral eines rationalen 
| Differentials: 


u Bl nähe 
ie > Ic *: ne Abe =) 
4 ARTE, a 
Ele m ln 
%rtn 
L. Lorenz prüfte diese Formel u. a. durch einen Versuch mit einem. 
horizontal in der Luft aufgehängten, mit Quecksilber gefüllten Zylinder 
aus gefirnißtem Messingblech, der eine Länge von 15,85 em, einen 
Durchmesser von 3,32 cm hatte. Dabei war h = 0,0002463, n = 0,63, 
©, — 129,9. Er gelangte zu folgenden Ergebnissen, die eine sehr gute 
- Übereinstimmung von Rechnung und Beobachtung aufweisen: 


r 
= == Eiern a nr Ay 
Sn ayahdrige Zeitdauer in in 
Sekunden 
als ae ‚der Rechnung ar 498, 1. 


| 
| 1207,4 
r 


SE TEN a her) £ ar + b == 
D. u Bang) 2, 
ER 1fetemiemeneso 


-- (+ Var +b-celn(Yar+b+0). 


| ; en der Physik und Chemie, De von G. Wiedemann, neue Folge 
Bd. 13 (1881), S. 689. 
| 12* 


EEE ZA PO RRLE TERN 


89. Integration gewisser Differentiale. N \ A En 
| dx | y 5 
GN a 0x Du? 
E ir. = 7 fr WEHR & 
Var+b —b 
2 ra 7 2 d  YVax+ + B> 


Man ee daß die Integration auf eine zyklometrische Funktion x | 
führen würde, wenn der Radikand ax — 5? statt ax + b? lauten würde. “ 


‚176 


1—xda . a: 1.58 —4sdel a 
% Vi* u a ” 1+32??° Au (1 + eN8 


2’dz2 SR 
23 I Pr run ll an, 


a, ee, _„VitFe-Vi=e Ne, 
- In! 22 + 2aretge ee es + 2 arc tg Ei 


8. See i+2=8, 


I=6ft Me Dirt san +) | 
6 VUF PU +DI FU +4 VIFR+E] 
__3/538 I. 118 | | 
Do (1 G-Ver e ne 20 
a a 


2 q 


| =; 8% ee 


1 i1\—2 
10, ae m | “) De 
Van + Vo) Er Aa 
Die Substitution x = 2% ergibt | 
E | 1 1 
Tal pie -4/(- er tz a) de 


yon: en +a(Va+n)- | 
au (a 


_ Binomische Tun N 


| Si: Bei diesem binoinischen Integral ist, mit f Ba: +be")Pda ver- 
= glichen, med n=4, daher (m+]): # = 3 eine ganze Zahl. Nach 


Regel ab, 8. 174 setzt man daher 1 + ze = g und findet 
R 1-0 fo-0 Tas. eu 2 (14 — 405 + 35)e Ya 
211414 Var — re 


fe —_— de- l+e) Far. 


1 


ü Die ‚Substitution Its ‚ergibt Ä 
far} Iyi6—3)- tyra Fe. 


18. ; Y nn 
i ) (a-+ba* 


Hier ist m-1,n=-2,2=—+, also er n eine ganze Zahl. 
Die Substitution « r bat 8 an, 


di. 


J-; bs Yds > yarie 
7 
14. S Versen Serie dı. 


Hier ne n=2,9=—3, also (m+1):n keine ganze Zahl, 
wohl aber ee) RE Man hat 


die Substitution b+ art=g Net Regel &c, 3. 174) ergibt 


a 1 1 & 
J Be NEE 2. ee Fe ee 
PN ayz ayYa-+be! 


,1D.: fh x(a+K’2°) Gen 3 (a + BarFar. 


? Hier ist m=ln-3, p=4+, also (m+np+1):n=1 eine ganze 
Zahl. Es folgt 


| Mr 
de are + Bar)? da 1 2?(ax’+KN)?dz; 


She ae El a a RT a er a se 


a N ai a A ae ne 


1178 RE Integration gewisser Differentiale, 


die Substitution ur ’+R=2 ergibt 


Bay 54 


woraus durch die weitere Substitution 2— u? das Integral 


20 utdu 
Ye "je Wr —aN 


eines rationalen Differentials hervorgeht. Durch Partialbruchzerlegung 
erhält man 


132 \ | 
Bl: Stan tan Kugm) du : 


_ I au en ER = In “ 


A ET AP | 
wo noch v=Yaa7’+ KR? — = var einzutragen ist. - 
16. Bei den in Regel &, 8.173#. erwähnten drei Fällen, in denen sich 


f: 2"(a + bar) de = J(m,n, p) 


' m endlicher Form darstellen läßt, gelangt man oft rascher unter An- 
wendung von Beduktionsformeln zum Ziel, bei denen die Exponenten m 
und p durch andere von kleinerem absoluten Werte ersetzt sind. Man 
leite mit Hilfe der teilweisen N folgende Reduktionsformeln ab: 


A) Sm, N,P) = ara - a Im, n,2— D 
m+1+0, | 
. m-r+i Br 1 5 
(2) J{m,n,p) = Ingzn(atba Kkan ns Kae n,n,9+1), | 
p+1=+0, 
zu ri t n anp 
3 aD re ge i AR n,9— D | 
TEN 1-+0, | 
Ne ne " a(m —n-+ 1) 
(4) J(m,n,p) = bmtnp-ti) (a+bar)pr! — TER AD N,N,P), 
| m+nptird, N 
Ba 1 
©) Jonn,e) = at ber ren In Hl), 
PHLEO, 


NR u S b 1 
(6) J(m,n,p) Ta («+ bar)P+' BaR® ae höneeN In tn 
m+1=+0. n 


a Al; Kr ee a EA a ee MER af LEN FR Bel 2 U EI 5 


Reduktionaformeln für binomische Integrale. 170 


Formel (1) ergibt sich sofort, wenn man in J(m,n,p) die Größe 
(a+bz")?=u, 2”dz=dv setzt und nun die Gleichung 


fü dv = uv — [vdu 
(vgl. Regel 2, 8. 64) anwendet. 
Formel (2) geht hervor, wenn man Ji in der Form 
far-»+:la + bare #-"dr 
| schreibt und nun nal, Ne + ba")? a*""de = dv, also 


(a + ba" +! 

| bp 1) 

setzt und fudo durch teilweise Integration erledigt. 
| Formel (3) ergibt sich, indem man die Identität 


AN — «(a +.ba*) m ax" 
A m Nun 

mit (a + ba”! TON und alsdann integriert. Man erhält zu- 
nächst Ä 


Jm+n, nl +-I(m,n,p) — = Im,n,p—1). 


Durch Substitution dieses Ausdrucks in die rechte Seite von (1) und | 
Auflösung der so entstehenden ee, nach J(m,n,p) geht Glei- 
chung (3) hervor. 


Formel (4) folgt, wenn man die Formeln (1) und (3) voneinander 
abzieht, m durch m—n ersetzt, p durch p +1 und alsdann nach 
J(m,n,p) auflöst. 

Formel (5) folgt aus (3), wenn man in (3) die Größe p durch o+1 
ersetzt und dann nach J(m, n, p) auflöst. | 

Formel (6) folgt, wenn man in: (4) die Größe m durch m + n er- 
setzt und dann nach J(m,n, p) auflöst. 


0 ı 
A -[ Pi ER Dany y 
17. J; dx j® (1— 2) ax. 
Bei diesem binomischen Integral ist m=4,n=2,190=-—+,0=1, 


b=—1. Man wird m mit Hilfe von norsel (4), Aufg. 16 u n—2 
verringern und erhält 


elle +7 ae 


hervorgeht. 


N 180. 8 10. Die Integrale von der ae Sr wo yaVaerF +3 Fi 


woraus dutch Anwendung derselben Formel 


I _ en. zsyil- +zar sing 


In derselben Weise ist er ne zu behandeln, wo m eine f 
ganze positive Zahl bedeutet. Ist aber m insbesondere eine ungerade | 
positive Zahl, also m =2n +1, so setzt man 1 — 2? =2?, en | 


und findet 


ganri 


I zn (1— STAR, 


worauf die Entwicklung auch dem binomischen Satze und gliedweise 
Integration zum Ziel führt. Ebenso bequem wäre, wenn m eine be- 
liebige ganze Zahl ist, die Substitution x = sine, die 


Fr .ın ‚fern de 
überführt (vgl. Aufg. 16, S. 108). 


sıo 
Die Integrale von der Form f. Ra, as de, 
wo y- Var’ +22 + c ist. 


3. Je nachdem a positiv oder negativ ist, gelten die Formeln 


ar ya inlan+ 64 Val F Re Ho), 


Fyaz'Fsbete +Ya 


ee 
+Yar+-2brre v-a +Vb®—acı 


a are tg — ax -+b MR 
— 4 +VY-ala@+2bx+e) Y 
| Dabei ist im Falle a < 0 vorausgesetzt, daß 5’ —ac>0 sei. 
Der Wert des ersten Integrals kann auch in der Form 
1 I „ertbrYa@e Heberg) 
. +Ya ac—b! | 
geschrieben in denn diese Änderung bedeutet nur eine Hinzu- 


Sa von — 7 In N ‚ die mit Rücksicht auf die willkörliche a 


\ A Intepratlonsregeln für SE, Y) de. 181 
Konstante gestattet ist. Wenn man dies beachtet, folgen im Falle a >0 
die Formeln 


0 


a r ax + b 
Ss: VERSIERT Fra e Be mr} 
And: g ar +5 


Em +Va(az’ + 2x + 0)’ 


die den Formeln des Falles «< 0 analog sind. Zu den Funktionen 
Ar Sin und Ar Tg vgl. S. 143f., S. 150 und 8. 250. 


2. Ist g(x) eine ganze Funktion n“* Grades, stwa 
9@)= a2" ++ mar t+r. +0,24 0, 
80 gilt die Formel 
. ge) de 
+Yar!+ 202 +c 
= + (A,ar 12 A, 20774... +4, 5% +4,_,)Vaat+2bc+c 


de 


a ern re 


Die Koeffzienten Ay, Ar, -.., A,_ı, A, werden dadurch be- 


stimmt, daß man diese Gleichung nach x differenziert und alsdann mit 


Vaa°+ 2b + ec multipliziert. Hierdurch ergibt sich links die Funk- 


tion g9(z), rechts eine ganze Funktion »'” Grades; beide Funktionen 
müssen für alle Werte von x einander gleich sein, es müssen also in 
ihnen nach einem wichtigen Satze der Algebra die Koeffizienten gleicher 


ni von & va gleich sein. Man erhält die zur Bestimmung 


von A,, 4 _1, A, erforderlichen na +1 Gleichungen, wenn man - 


die rennen re einander gleich setzt. 


3. Die Bestimmung von So@) Vax? + 2bx +cdz, wo g(z) eine 
ganze Funktion bedeutet, läßt sich nach der in Regel 2 angegebenen 
Methode erledigen, wenn man das Integral in der Form | 


jazee: ax’ +2dc+e) 5, 
Yaax?+2%bxc+c 


erhreibt, 
ds: 


ee wo n eine ganze positive Zahl be- 
—K) x c 


deutet, wird durch die Substitution —% = 1:2 auf ein ae von 


. der in Regel 2 betrachteten Gestalt zurückgeführt. 
5. . 2) da, wo R(=) eine rationale Funktion von x bedeutet 


E ind vr Var + 2bz + c ist, wird erledigt, indem man R(x) in eine 


MA, ER le, KU ae N 


rn BE Een al 


182 810. Die Integrale von der Form [R(a, y)da, wo y-Var'} 2bxteist. 
ganze Funktion und eine Summe von Partialbrüchen verwandelt und. 


dann nach Regel 2 und & gliedweise integriert. 
&. Die Integrale 


SR, y)dz, 


wo .R einerationaleFunktion von und vony=Yax?+2bx-++c bedeutet, 
lassen sich im Falle «> 0 durch die Substitution y-1- xYa, im 
Falle a < 0 durch die Substitution y = Va(xz— a)(@— B) = as(e— ß) 
in Integrale verwandeln, die sich über rationale Funktionen von 2 er- 
strecken; « und ß sind hierbei die Wurzeln der Gleichung 


aa +2dbr+c=0. | 


Eine andere Methode zur Bestimmung dieser Integrale ist folgende: 

R(z, y) ist von der Form Fu) ‚wo P(z,y) und Q(z,y) ganze 
Furktionen von x und y darstellen. Be Einführung von Y=ar+2bx+e 
nimmt D 4 die Gestalt an ae, wobei nun P,, P,, Q,, 9, ganze 


Funktionen von x allein sind, und dieser Quotient läßt sich durch 
(P, pr P,Y) "By)QA— By 


2° 9 Qt 


ersetzen, oder — wenn @ und H ganze Kan von & ; bedeuten _. 
durch 


-G+Hy _ a 

Gyr a’ . : (9° —(,? Zur 
Bei Einführung von P = 8 +2bx +c wird der erste dieser beiden 
Summanden eine rationale Funktion von x, deren Integration in $ 8 


gezeigt wurde, der zweite wird eine Funktion von der in Regel u er- 
wähnten Gestalt. 


7. Das neun 
SB«@, Vax+b, Ver + Fr 


gebt durch die Substitution ar + b= a über in 
ja ee ee de 


a 


also in ein Integral von der in Regel & erwähnten Gestalt. 


Beispiele. 


t: Me EEMOER 


7 vgl Aufg. 48 und 49, 8. 89 f. 


gg De Fass Nie, ELBA > ya) on a ei U TR 
„ En - Ä } r 


eo.“ 1 'fp da 3 J | " ) 
Beispiele zu ur Pair 188 
2 2: = are sin —— 
| + Ym— a: Ey } 


vgl. Aufg. 13, S. 718. 


Be en NEN, y:) 
SE on In (12424 VERF -B)). 


dx - 1 6c+5 1 82: — 
NE EN 2 


5 
Fazer y nyar eh 


7a u Fre. insbesondere auch für « = we 
fe — 2rcwc-+1 | 3 


Denen BEER: =+1_ 7,108 +Y2(1— core) 


=-1 "yaar + c080) —1—cos« 


h 1 
Für «= —x wird 


3 
$ t A 
} 1 cos s”\ ig 6” : C08 
J = In tg gr 1%: wur 2, 30259 log - EN zes 1,8662. 
; RRSIn? i5” sin? j5” 


6. Man beweise die Formel!) 
1 


ea a ihleh.! ii 
ne ra ER” We ler - Ba 


Vergleicht man den Integranden mit 


nn EEE ERREGT PRESSEN 


> Vo +Ibx+e' 


80 ist a b=—(1 rap)(e+ BP), c=(1 Hal + 8°), und diese 
Werte sind nun in 


7; [in {ax + b+ Valaz'} 2b + Ay 


s=-1 


einzutragen. Frz=1 nimmt der Ausdruck unter dem Logarithmus 
die Gestalt — (Ya — VB)”. (1 + ve an, fir = —1 die Gestalt 


- (Ya YpP — Voß) uw. 


1) Vgl. Ch. Hermite, Cours d’analyse, 1. Teil, Paris 1873, 8. 314f. 


USE NER 123. Sen en Dr BBRLEER 2 Ta I RE an Tee. 
ER NE te 


184 510. Die Integrale von der Form [R(a, y)da, wo y=Vaz’t2bateist. 


ed —4 
N n a. Ser 
Die Anwendung von Regel 2, 8. 181 ergibt. 


= (4,0 +4) V3a+ 62 — 5 ln 


wo 4, = 4, 44 = 3,42 = — } gefunden wird. 
| 32! —- sc 4b 
8. ee u 


I (heit =+A)V® 427 + rn Fi 
und zwar findet man A, =1, A,=5, 4A, = 36, A, = a 
, I | 
Vax?+2bxr+ec 
JM yart2brte 3b* Be de 
az? +2br +c+ —— en 


10. Wie groß ist. der Flächeninhelt = der Zissoide 
(2? + yY) ax — 2by? = 0 


für das Intervall von x bis z,?. Wie groß ist insbesondere der Inhalt 
des oberhalb der x- Achse gelegenen Flächenstäcks, das rechts durch die 
Asymptote x = 2b begrenzt wen Ar Teil I, 3. 62. ) 


Hier ist 
vr, ne 
xyx iR n 
7 fiae Sa SrR a +2bx aan 


in dem Ergebnis von Aufg. 9 hat man daher a= — 1,5 b, e=-0u 
setzen. So ergibt sich Er 


F= E y + De + N arosin ie 


Bei Bestimmung des Inhalts der oberhalb der z-Achse gelegenen 
Zissoidenfläche (x, = 0, 2, = 2b) ist Regel 2, S. 61 zu beachten, denn 
für die obere Grenze 2b wird der Integrand unendlich groß. Man findet 
in diesem Fl 


-F=lim I V- Fur Penn] ae sh, E 
e=0 ” a 


-1im [2° V2be — 84 2% aro sin 5] arosin(- h. 


3b? 5 3b? ' Et ab’r 
- "7 aresin1 — % aresin (— Im@b mon) en 


Flächeninbalt der Zissoide. 185 


Der Inhalt der durch die ganze Kurve und ihre Asymptote x = 25 
‚begrenzten Fläche ist wegen der Symmetrie der Kurve zur z-Achse 


doppelt so groß und wird daher 30°, also dreimal so groß wie der In- 


halt des Kreises ‚ der gewöhnlich zur Konstruktion der Zissoide be- 


nutzt wird. 
Vera dk Er 
1. SV ja+ 0 +yaz+Gz+9 er 


| Tobet die Fälle ey>0O und ay <0 zu unterscheiden sind; «, ß, y, 6 
sollen natürlich reelle Zahlen sein. 


- + A Var + P)o& +8) Di - Al mer Heer 


und zwar findet man 


1 — a0 
Am y: 4, Pag Are, 
daher wird. i | 

im Falle a»>0 = Vlar+B@z+) 


a0 — 1 2 ö EEE EIERN SE ERRETTEN 
ae a Er, re DIE 


ım Falle ey <0 I=4 Ver + Dos (pz + 6) 


er Ied— Pr] 


- Hier bildet der absolute Wert von «0 — ßy den Nenner des Argu- 


ments der Funktion arcsin. Der Ausdruck + Yb?— ac der bei vorlie- 
gendem Integral benutzten Formel in Bee) 1,8.180 wird nämlich jetzt 


V+ («6 + By)" — aßyd, und dies ist + 4 (ad — By). Das zweite Inte- 


. ..gral in Regel, S. 180 hst aber nur dan einen reellen Wert, wenn 


b®—ac>Vist, d.h. solange die Wurzeln der Gleichung ar’+ 2bz+c=0, 
also jetzt die Größen — ß:a und — ö:yreell sind, und umgekehrt. fa 
vorliegendem Integral sind diese Wurzelu reell, die Diskriminante b’— ac 
also positiv, der Ausdruck + Yb?— ac wird gleich +? Y|ad — By]?. 

12. Unter den Voraussetzungen von Aufg. 13, S.51 soll die Zeit- 
dauer i,. bestimmt werden, die der materielle Punkt braucht um von 
seiner Anfangslage aus die Strecke s, zu durchlaufen. 

Hat der Punkt die Strecke s durchlaufen, so ist seine Geschwindig- 
keit nach Gleichung 0), 8.52: | 


| -YV TI 
ot en, 


“ dicke PR TERN: ’ \ Far fr a Mr N RER lc RR 


DS RR Bag ES 31 BE an Eee Be BR Ba BAT A Dr a a un. a FR, 
4 [- 4 .: .r a > . ’ « dr # 


186 5.10. Die Integrale von der Porm SL A wo y = Var’ + sbare ist. . 
hieraus folgt 


f u aa) 
a) es = AR ig = en r Fat ei 


ein Ausdruck von der Form 


Oi neriyaßye nat, 


und dieser Ausdruck Ki: durch die. PUDERRNLENN s Be in 


+ Vz; fr dm vn ;Va—7? XL Sarosin 4 ]"1,”" | 


=0 


über. Daher tin 


(3) he Sye VE@=o + emen 


Hätte man bei 
a—s 
Vra- a 


das IRBeDD, von Aufg. 11 benutzt, so wäre 


(4) =, dar \Vs@=s) (@ = 5) - _ *-aresin — ed ra = 


-z 2  Va@= Die Z are sin —— — 26, ee or) 


hervorgegangen, ein anche der von dem zuvor erhaltedenn nur schein- 
bar versshioden sein kann. In der Tat läßt sich 


PR ar " 
arc sin il IM ige art sin * y: = ET 


überführen. Setzt man nämlich S 


x 8 1 
arcsın m —W, 
..& 2 
| IS 
Y —. = sin — U 
a 2 


also 


1 Wa ee eb E Bl. N ER Ayın, Pr A A rel. Aa) een! Fr Fre BE CE a Ed TE I EEE DE 
Pk ale U a ae al Ba FE ER av Te Ele TU ARE 
ars Vier " a ya RR: are 
i R 


Fall eines Körpers gegen die Erde. - 187 
und | 
| nn 
„sn zu, 
so wird 
; 25, ® 3 1 # . 1 
ie -1 — 2sin zu=cou=-sin(,2—u), 
daher 
1 \ 28\. 
Zrt—U= aresin (1 —_ =) 
3 a 
oder 
BR a— 25, 
Da, 
folglich 
Oo 1 . n 1 1 an m a 
SU yY nn a Btcain. 


Um zur Erdoberfläche zu gelangen (5, =a— - R) würde der Punkt 
die Zeit 


(5) te rn | = VRG- — R) + aarc sin ) 
brauchen. er | 
Eine andere Form der Lösung dieser Aufgabe ergibt sich, wenn 


man in (2) die Hilfsveränderliche g durch a—— s= «sin? gp einführt, 
: Alsdann wird 


| s=aco®p, ds= — 2asinpcospdp 
und 


(6) = — 3V& f2s sin’pdp = jsin2p, +=— 29,}, 


| f | 
wobei sin’p, = (a — s,): a ist; insbesondere für s=a— R,a—s,=R 
wird sin?p, = — und mit dem hieraus bestimmten Wert von p, geht £, 
in T' über. 


Die Geschwindigkeit V, mit der der Punkt, wieder im F alle v0, 
die Erdoberfläche erreicht, war (vgl. Formel 6), S. 52): 


(@) ar re 
diese wird nun V = +Y2gRcosgp,, wo sin?g, = R:a ist.. 

Wenn ein Körper, dessen Abstand von der Erde so groß ist wie 
der mittlere Abstand des Mondes von der Erde, aus der Ruhelage gegen 
die ruhend gedachte Erde fallen würde, so würde bis zur Ankunft dieses 
Körpers an der Erdoberfläche eine Zeit verfließen, die nach Gleichung 


(6) gleich 4 Tagen 20%, Stunden gefunden wird. Dabei ist für den 
Radius der Erde der Be R = 6370300 m (vgl. Fußnote 1 zu 8. 52) 


i“ EAER Me ' 
” RT RER NR LTE A, 2 
RR TERN VEN 


188 sıo. Die Integrale von der Form Re de wo y- = y a tebare c ist, 


angenommen, für den mittleren Abstand des Mondes von der Erde de S 


Betrag 385080000 m; ferner ist 9— 9,81 m/sek?, Für die Endgeschwin- 


digkeit, mit der der Körper die Erdoberfläche erreicht, würde man 


V, = 11,087 km/sek finden. 


Würde ein Körper, dessen Abstand von der Sonne so groß ist wie 


‚der mittlere Abstand der Erde von der Sonne (eiwa a = 149. 10° m), 


aus der Ruhelage gegen die ruhend gedachte Sonne fallen, so würde bis 
zur Ankunft an der Oberfläche der Sonne eine Zeit von etwa 64), Tagen 
verstreichen; die Endgeschwindigkeit würde etwa 611 km/sek betragen. 


Dabei ist in den Formeln (6) und (7) für R der Radius der Sonne 


(69605 - 10% m), für 9 die durch die Masse der Sonne hervorgerufene 
Beschleunigung 9, (etwa 270 m/sek?) einzusetzen. Die Zahl 270 findet 


man bei Berücksichtigung der Tatsache, daß die Beschleunigung g, an 
der Oberfläche der Sonne. der Masse 5 der Sonne proportional, dem 
Quadrat des Radius R, der Sonne umgekehrt proportional ist. Bedeutet 
‚keine Proportionalitätskonstante, so ist daher ,=%S: R,*. Analog 
besteht für die Beschleunigung 9 an der Oberfläche der Erde die Glei- 


chung g=kE:R®, wo E die Masse, R den Radius der Erdkugel be- 


zeichnet. Aus den beiden Gleichungen folgt g, = - 4m; ;9, wobei 8: E 
etwa gleich 325000 ist. 
13. Unter welcher Bedingung ist 
en eo 
Vez’+2br+e | 
reim algebraisch, d. h. welche Beziehung muß zwischen den Koeffizienten 
Ggy %, Üg, Ay, &, db, c stattfinden, wenn das nach Regel 2, S. 181 in dem 
Wert des Integrals auftretende Glied 
dx 
Vaz’+2bc+e 
fehlen soll, also A, = 0 sein soll?!) 


Bei der Integration nach Regel 2, $. 181 gelangt man zu der Glei- 
chung 


dx 


+ +mEz+a,= (ar? +2br+c)(24,r+ A AN 
+ (Ap@?+ Aw + A,)(ax +b) + A, 
sus der durch die Koeffizientenvergleichung für A,, A,, As, A, die Be- 
stimmungsgleichungen 
v=35Aa y=-5Ab+ a4, 
= 2A,c + 34,6 +-Aya, ee me len 


1) Die mit den Elementen der Determinantentheorie nicht vertrauten a Leser 4 Te 


mögen Aufg. 18 und 14 überschlagen. 


eur für einen rein Mlechraischen Wert gewisser Integrale. 189 


| Berrorgehen. ‚Bei Auf sung dieser Gleichungen mit Hilfe der Deter- 
 minanten ist bekanntlich jede der Unbekannten A,, A,, As, A, gleich 


dem Quotienten zweier Determinanten, wobei die Determinante A des 


diesen Quotienten gemeinsamen Nenners aus den Koeffizienten der Un- 
bekannten gebildet wird und im vorliegenden Beispiel gleich 


| 30 0 D. 0 
5b 2a 0 0| ,, 
Bes dane 
ae ae | 


t 


wird, ‚während die den Zähler bildende Determinante aus A dadurch her- 


vorgeht, daß man in ihr die aus den Koeffizienten der betreffenden Un- 
bekannten gebildete Vertikalreihe durch die Reihe @,, @,, a,, a, ersetzt. 
Man findet hiemach - 


194 0.0.0) 
17:|90 229.4 

Beine y 2c 5b a 
Qi ed = 


und das Verschwinden dieser Determinante ist die gesuchte Bedingung. 
14. Die gleiche Aufgabe für die Integrale 


25 
Seen" und Vater" 
Man findet 


| BR, 95 44 00 0 

| 76 da 00 de Ib 3a 0.2.08 
Be Drew. 0080. 68a 010 
re. 00 eb a 
wa ee 


Diese Determinanten haben von Null verschiedene Elemente nur 
in der Hauptdisgonale und den beiden zu ihr oberhalb bzw. unterhalb 
parallel laufenden Reihen. Allgemein wird die Hauptdiagonale der De- 
terminante m“ Grades A, deren Verschwinden die notwendige und 
hinreichende Bedingung für einen rein algebraischen Wert von 


(H) fa a E 


darstellt (m eine ganse positive Zehl), durch die Elemente 
(2m — 1)b, (2m — 3)b,... 5b, 3b, u 


Dingeldey: Difterentiai-u. EUROS TLUNE, IM 3. Auf. 13 


RER U WANFRR EN 
} h i j N U NER 


a a aa SR a ka Halt RN u 


SE ENRERDIN N CHE a 


190 810. Die ‚Integrale von der Form SRia, y)dr, wo y = Yan TeveLr jet. 

| gebildet, die nächste obere parallele Reihe besteht aus den Elementen | 
(m — 1)a, (m —2)a,...2a, a, 
die nächste untere aus | 

(m — 1)e, (m — a A 


‚Alle übrigen Elemente sind Null. 

Übrigens läßt sich diese Determinante A,, auch so schreiben, daß 
man ohne Änderung der Hauptdiagonale alle Elemente der eben er- 
wähnten einen zur Hauptdiagonale parallelen Reihe gleich 1 setzt, 
während die Elemente der anderen Reihe durch die Produkte = 


(m — 1)?ac, (m — 2)?ac,... 4ac, ac. 


“ 


‚gebildet werden. Die vorhin ‚geschriebene Determinante A, kann daher 
auch i in der Form 
au Er DINO 


166.0 1.0.0 


0.2.03 Aae, 36 1 
OL ae 


geschrieben. werden, sie ist offenbar ın bezug auf a und c symmetrisch. 

Determinanten dieser Art heißen Kettenbruchdeterminanten oder 
Kontinuanten, weil sie bei Bestimmung der Näherungswerte von Ketten- 
brüchen (kontinuierlichen Brüchen) Verwendung finden!) 

Ist m eine ungerade Zahl, so et A, wie sich leicht zeigen läßt, 
den Koeffizienten b als Faktor; für db = 0 wird, daher das Integral J, in 
Übereinstimmung mit den Bemerkungen zu Aufg. 17, 8. 179£. rein alge- 
braisch. R 

Durch Bensleins von 4, mit Hilfe der Unterdeterminanten der 
ersten Vertikal- oder Horizontulreihe gelangt man sehr leicht zu der Be- 
ziehung 


(2) | An KR (2m NR 1158, ER (m = lracA, 
die zwischen A, A,„_, und A,_, stattfindet. 


— 


\ 1) Näheres über Kontinuanten findet man z. B. bei S. Günther, Lehrbuch 

der Determinanten-Theorie, 2. Aufl., Erlangen 1877, S. 123—144, bei E.Pas- 
‚cal, Die Determinanten, deutsche Ausgabe, bearbeitet von H, Leitzmann, 
Leipzig 1900, S. 151-187 oder bei Borino Borini, I continuanti, Forli 1900. 
Vgl. ferner die Artikel von A. Loewy in Pascals Repertorium der höheren Ma- 
thematik, 2. Aufl., I. Bd. Analysis, herausgegeb. von P. Epstein, Leipzig und 
Berlin 1910, S. 69. und die Artikel von E. Netto und von A. Pringsheim in 
der Enzyklopädie der mathematischen Wissenschaften I. Bd., 1. Teil, Leipzig 1898 
bis 1904, S.44 und 123. An allen diesen Stellen findet man auch nähere Literatur- 
angaben. i 
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Beachtet man ferner, duß ",=3b— ac = 3 (BB? — 36) ist, 
so folgt aus der Beziehung (2) leicht, daß A, im Falle eines geraden m 
die Potenzen von:b nur mit Bernd Ernenenten enthält, also bei Ver- 
tauschung von b mit — b unverändert bleibt; im Falle eines ungeraden 
m treten in A,, die Potenzen von b nur mit ungeradem Exponenten auf, 
A, hat, wie schon erwähnt, b als Faktor. 

Hieraus und aus der Symmetrie von A, in bezug auf a unde geht 
‚hervor, daB wenn das durch (1) definierte Integral J, rein. algebransch 
ist, auch die Integrale | E 


a . & dz und da 
En Terit | ee | a 


rein algebraisch sind, und gleiches: würde von allen Integralen gelten, die 
aus den soeben angeschriebenen durch solche Änderungen der Werte a, b, c 
hervorgehen, die den Quotienten b? : ac konstant erhalten.') 

15. Man zeige, daß 

2 

v5: x’ — 68 we 3 

rein algebraisch ist, | 3 

Der Ausdruck A, — 3b (5b? — 3aec) arechwinde im: vorliegenden 
Beispiel; man findet RR | 


J= at 3x + SVir-6R+3 +3. 


16. Die gleiche Aufgabe für 
1104 -— 1968° 


Vertso+b Er | 
Man findet J= 4 (112° — 772° + 1052 — 175) Ya? + 6045. 


17. ' Var! + 202 # edx. 
Nach den in Regel 3, 8.181 angegebenen Verfahren ist 


Ja Frertnere an Et ya Et +.c 


Vax®+2%bxc + c 
= ner + rn c 


1) Wenn das Integral J,, rein algebraisch sein soll, u also entweder m 
eine ungerade Zahl und b=0 sein, oder es muß bei beliebigem ganzem und 
positivem Werte von m der Quotient b?:ac Wurzel einer gewissen Gleichung 
sein, jund zwar ist diese Gleichung vom Grade », wenn m=2n oder m=2n-1 
ist. Sie hat immer n reelle voneinander verschiedene positive’ echte Brüche zu 
Wurzeln: und steht in engster Beziehung zu dem Ausdruck für die Kugelfunktion 
erster Art und m** Ordnung, Ich erwähne dies jetzt ohne Beweis und gedenke 

an anderer Stelle näher hierauf einzugehen. 


ne nu 


13” 


192 8 10. Die an von der. Form nltlay De, wo ey VaFReFE ist. | w 


‚ Insbesondere wird 


[var #0 -3VoFR + Sn + Ver 


und | ; 
SVm-Rde-ZYm-R + Zarosin 
| ln. 
Se da 
| Vase 


Nach Regel 4, 8. 181 folgt mit Hilfe der Substitution x —k 1:8 us 


| VER’ 
19. 3 den Brenn 
(e — 2)’ VY3a?—8cH+ 5 


Mit Hilfe der Substitution z — 21:2 erhält man 


Kun a a RA wer, 
J te (3 z)V+4s+3 


9 a us RENNER RAR SAL 
-Zß@+2+yR+ +3) - em AVSFZEEFE 
ey Ir 

z-——-®2 
| dx 
“ Jess 


Mit Hilfe der A eich von 1: @— 4) folgt 


I 1 de | UL ROTEN 
| le Yyr-dats ee Bct+8' 
und wenn man nun auf jedes dieser beiden Integrale dasselbe Verfahren e 


wie in Aufg. 18 anwendet, ergibt sich 


ah et 
4 Dee (e—2) vr Bi e 


1 16—9x ER: 
ee Kern Me 2 12 —-52+ EB 


wo Ge) = (al + 2bk + 0) + 2ak +b)s +a ist. 


x k 
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$ 11. 


| ration durch Entwicklung in eine unendliche Reihe. 


1. Es sei eine unendliche Reihe von reellen Funktionen der Ver- 


_ änderlichen x 
(1) Wrumtrmt: "tm tn EN 


ke: a DAT ah Bahr a 
2 / Br RN " TRIN, ’ 


gegeben, Ha ihre Glieder seien innerhalb eines gewissen Variabilitäts- _ 


bereiehes eindeutig ‚ endlich und stetig. Ist diese Reike in dem dem 
-  Variabilitätsbereich angehörenden Intervall a<xr << b gleichmäßig kon- 


vergent?) und ist f(x) ihre Summe, so gilt die Formel 


n Offe)ae „x de uf da +fı dz 4 ie fa aarı: des. 


Im Falle eines unbestimmten Integrals kann man sagen: die glied- 


weise Integration der die Funktion f(x) darstellenden Reihe ergibt die 
Funktion F(x), die f(x) zur Ableitung hat, falls die Reihe (1) gleich- 
mäßig komvergiert. 

2. Ist die Reihe (1) eine unendliche konvergente Ban | 


.®) tt Hate, 


#0 ist die gliedweise Integration innerhalb des Konvergenzbereiches stets 


gestattet?) 

83. Die gleichmäßige Konvergenz der Reihe (1) in dem Intervall 
a+d<ss<sb—e, wo d und s beliebig kleine positive Größen sind, 
ist zwar eine hinreichende, aber nicht die notwendige Bedingung für 
die Gültigkeit der Formel (2). Die notwendige nen ist vielmehr 


lim fr (dr = 0, 


y Obgleich der Begriff der gleichmäßigen Bnn sehon in Teil I, S. 75 
definiert wurde, soll die Definition mit Rücksicht »uf ihre Wichtigkeit hier wie- 
derholt werden: Es sei s,(x) die Summe der n-+ 1 ersten Glieder der die Funk- 
tion f(x) darstellenden Reihe (1) und r,(x) sei der vom Glied u, ,, an genom- 
mene Rest der Reihe, also r (J=u, ,ı+%,,5 +... und fs, +r,@). 
Die Reihe (1) heißt alsdann gleichmäßig konvergent in einem gewissen. Intervall, 
falls sich zu einer vorgegebenen beliebig klein gewählten positiven Größe = eine 


Zahl m bestimmen läßt, so daß für jeden dem genannten Intervall angehörigen 


Wert x und für jedes N>m die Ungleichung. Iry@)|<(e gilt; es muß also für 
jedes N>m der absolute Wert luysı ttun4s th 1<e sein. 
. 2) Dies beruht darauf, daß jede Potenzreihe, die für einen gewissen Wert 


x konvergent ist, in dem ganzen Intervall von 0 bis x gleichmäßig konvergiert.. 


a 


194 8 11. lie durch Entwicklung i in eine unendliche Reihe, 


wobei r,(x) einen Ausdruck für den Rest Uurı Re) a2 + der vor- 
gelegten Reihe bedeutet. Entsprechendes gilt für die Polongreihs (3). 
Ä 4. Ist die Funktion f(x) durch eine Reihe von der Form 


(4) f(a) = a,sinz +a,sin2c-+-:-+a,sinnc+-- 
| +3d% +b,c8% + 5,00820% + ---+b,cosnc+--- 


| dargestellt, die also nach den Sinus und Kosinus der ganzzahligen Viel- 
fachen der Veränderlichen x angeordnet ist, so sagt man f(x) ist in eine 
irigonometrische oder Fouriersche Reihe önbrickeh, 

5. Wenn eine Funktion /(z) die sogenannten Dirichletschen be- 
dingungen erfüllt, d. h. wenn f(x) in einem gewissen Variabilitätsbereich 
eindeutig und endlich ist, daselbst nur eine endliche Anzahl von Un- 
stetigkeitsstellen (Sprüngen) von endlicher Größe aufweist und in dem 
- genannten Bereich nur eine endliche Anzahl Maxima und Minima hat, 
so gestattet die Funktion f(x) die Entwicklung in eine Fouriersch6 
Reihe, und zwar gelten in dieser Hinsicht die Sätze: 

5 a. Erfüllt /(z) die Dirichletschen Bedingungen in dem Intervall 
— a <2 <a, so lassen sich die Koeffizienten der Reihe (4) durch be- 
stimmte Integrale darstellen, es ist nämlich 


TE j 
6) a= : fe sinncdı, b,= zZ) f(z) cosnz dx; 


an einer Unstetigkeitsstelle ist der Summenwert der Reihe gleich dem 
arithmetischen Mittel aus f(x +0) und fx — 0) 

5b. Irgend eine den Dirichletschen Bedingungen Bene tael für das 
Intervall O<x<( x definierte Funktion läßt sich durch die Reihen | 


(6)  fa)=-a,sinz+@sin2r +-.-+a,sunc-+-- 
und 2 
(7) f(x) = 35, +b,eosx +b,cos27 +-::+b,cosnz +.--- 


darstellen, wobei 
zt 
(8) -: fr sinnzdeı, b= 2 (fe) cosnz de 
Ö 


ist; die Reihe (6) ergibt für x=0 undx=z den Funktionswert aller- 
dings nur dann, wenn a gleich Null ist.?) | 


1) Die Bedeutung der Ausdrücke f(#-+ 0) und (er 0) ist in Teil I, 8.192 
erläutert. 

2) Zur Bestimmung der Koeffizienten a, und b, der Reihen (4), (6) und (7) 
in dem Falle, wo die Funktion f(x) nur empirisch "gegeben ist, also z. B. nur 
für eine diskrete Anzahl von Werten % die zugehörigen y bekannt sind oder 
wenn die Kurve y= /(x) gezeichnet vorliegt, vgl. C. Runge, Theorie und Praxis 
der Reihen (Sammlung Schubert Nr. eh Leipzig 1904, = 147188, | 
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5c. Genügt die Funktion /(x) den Dirichlet schen Bedingungen, so 
ist die zugehörige Fouriersche Reihe in jedem Intervalle, das keine Un- 
 ‚stetigkeitsstelle enthält, gleichmäßig konvergent. | 


| Beispiele. 


1. Die Funktion f(x) = aretgx ist durch Integration der Reihe für 
f(@)=1:(1-+ 2°) in eine unendliche Reihe zu SUENREL ‚ dabei sei 
der Bogen arctgx in dem Intervall von — 3 bis + 3x BOIREN, 


wir fü-e40-- )die=z—Ze+, 


Er! 1, a 0: 


bier ist C= 0, da für z = 0 auch arctgz = 0 sein soll. 

Die Reihe ist jedenfalls für || < 1 gültig; aber sie gilt auch noch 
für 2= +1, wie schon in Teil I, 8. 93£. gezeigt wurde. Der Bogen 
liegt daher in dem Intervall von — 4x bis +4. Die Verwendung 
der Reihe zur Berechnung der Zahl x wurde schon in Tella.a.O. er- 
wähnt, 

2. Die Fuuktion /(z) =aresinx in eine unendliche Reihe zu ent- 
wickeln durch Integration von f’(z)—1:Y1 — 2°; dabei sei der Bogen 
in dem Intervall von — 3x bis + 3 gelegen. 


arcsinz= 
en, 
1.3.5...(20—1) 


re 40. ah )de+0 


en | 1.3.5. -(Qn—1) a’"*! 
-i45 Str Be  2°4-6.:2n inti 


Hier ist C=0, da für 2=0 auch arcsinz = 0 sein soll. Die 


Reihe ist jedenfalls für |#]< 1 gültig (vgl. Teil I, 8.95), aber sie gilt 
auch für z=+1, wie gleichfalls schon in Teil I, 8.95 bemerkt wurde. 


=; EN frar3a. 


0 


Mit Benutzung der Reihe für In (1 +2) folgt (vgl. Teil I, 8. 80) 


da [a 1a ee a Tau 
Ulla 


196. gil. Integration duireh : Bebrifklung in eine unendliche Reihe, 


Der Integrand konvergiert, so lange -1<t<-+1 ist; für A Taler 
vall gilt daher auch die durch Integration gefundene Reihe, sie gilt aber 
auch noch für = —.1 (vgl. Teill, 5. 35, Aufg. 26). | 


| 


Int 
4. ea. 


VÜ 
1 kr 
m 2 wu wm mn. 
J j« +t+2+..)Intdt. ei In tat {a Es 


(vgl. Aufg. 10, 8. 66), somit J= — 11 ae = Eh . En R ln ”. 
Später (8. 200) wird gezeigt werden, daß die in der Klammer 
stehende Reihe die Summe +? hat, daher wird J= — In. 


Ebenso findet man 


| ia ware 
en mt = -ls®- 770) 59 


..Nach Aufg. 48, 3.90 ist 


n ee - me +yir+R). 


Mit Hilfe dieser Formel soll In (t c Vi-+f?) in eine unendliche Bene 
entwickelt werden. 
Für ?<1 gilt nach Teil I, S. 91 die Formel 


-(1+M) Tm1-teH hin a m 


res, 
' aus der durch gliedweise Integration 
& 
4 u nl 1.32 1.3.50 
mn In + IHR) Ba Ne m Wer 


Ar TER, u 
0 
für 1<r< + 1 hervorgeht. 
1. 
6. jx*""dz zu berechnen unter Benutzung der Reihe für 2° — er"!nz, 
v ? 
Hierbei sei n eine ganze Ken Zahl. 


1 x 


fh Heels" EILESRESSCEIR de. 


Bei der Integration dieser Reihe beachte man, daß die auf das erste 
Glied folgenden Glieder des Integranden für die untere Grenze 0 des | 


KR 


Pi 
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eurnle nicht unendlich ‚groB werden, Ben lim (Inz) ist Null. 


Ferner ist, wenn p eine beliebige positive Zahl Blshnet: 


+1 An 
Se mzrar - a Ze 2 fe 


daher wird 


1 | IE Ex | 
J st, 2” In yrdr— (— 1)", no frtnarras 
| n! Ä 
"m + a nam 


So findet man 


1 
m® 
Smi-1-%+% sat 
Ö F; N 


7, Die Funktion y=In(1—2«coszr+«?), wo zunächst «®<1 
sei, in eine nach Potenzen von « ansteigende unendliche Reihe zu ent- 
wickeln, indem man zunächst mit Hilfe der Methode der Koeffizienten- 
vergleichung die Gültigkeit der Heuss 


(1) Ldy a— 608% 
2de 1-22 00804 0* 


beweist und alsdann gliedweise integriert. 
Zur Ableitung der Reihe für - = geht man aus von 


a ac ++ aa: .-} 


und setzt zur Bestimmung von a,, ,, @,.... in dieser Gleichung die 
Koeffizienten gleicher Potenzen von «°, «!, a®, ... einander gleich. Dies 
ergibt: | | 

MR 008.6 = Ay, 


1 = a, — 2a, cos, 
0=a— 20a, co8sr +, 
0-,— 2m, cosC+M, 
h 
woraus | 
h=—08%, el -2cotz- — cos2k, 
a, == — (2008220087 — cogX) = — c0s32, 


r- 4, = — (2 cos 3x cos r — cos?) — — 0084, 9, = — cos(n+1)x 


A 3, INT Re EEE NE 
BR RE A a N RR Ar 


ee ec a cB3rc-+- -} 


I 
PRRNE ser 


IAER 
ih 


198 11. Integration durch Entwicklung in eine unendliche Reihe. 
hervorgeht. Hierbei ist die Gleichung 
cos mx = 2 cos (m — 1) cosx — cos (m —2)x 
benutzt, die man sofort durch Addition der beiden Formeln 
cosmz — cos (m -—- 1)x cosz -- sin (m — 1)z sin, 
cos (m — 2)x = cos (m — 1)z cosx + sin (m — 1)x sinx | 
erhält. So ergibt sich schließlich die Reihe (1), die in dem Interral 
—1+6<ae<1—e, wo 6 und z beliebig kleine positive Größen bedeuten, 
gleichmäßig konvergiert, denn sie ist eine konvergente Potenzreihe, so 
lange « einen echten Bruch bedeutet (vgl. Regel 2, 5.193). Die glied- 
weise Integration ist: daher gestattet. Man erhält 
(2) +y=+ln(l—2acosz+.«’) = In VI —- 2 cos® + 0% 
a — f (eos +0@cos2c + 02 c08 3% +.:.)de 
= — (@cose + $e®cos2r +}; ee condrt ..}- 


Die eigentlich DANLUSIRENGN Integrationskonstante ist N ull, denn für 
«= 0 ist auch y=0. 


Im Falle «>1 setzt man 


I yi emE Hemer VE Eoarı 


und darf nun die soeben erhaltene Reihenentwicklung Be wenn 
man in ihr & durch 1:« ersetzt. | - 


Für «=1 folgt 
In{2(1 Denen, 22)=—2[cos0+z cos?2z +4 cosdc-+---) 
oder auch | 
8) Insniz=-—-Imn2— (cosx +4eos?r +leosdr+:::); 
für a=—1 folgt 
In{2(1+cosz)} = In (4 co?+x)=2| cos% — 400827 ++ 008 32—--.) 
oder | | 
(4) Inco32 = —In2+c0s2 —%cos2xz +3cos3r — -*- 
| Die erste der beiden Reihen (3) und (4) konvergiert für alle Werte 
von x mit Ausnahme vonx—=2kz, wo k eine ganze positive oder negative 


Zahl oder Null bedeutet?); die zweite Reihe konvergiert für alle Werte 
von & aungenotanon ft re (2% +l)x. 


1) Man kann zeigen, daß eine Fouriersche Reihe konvergent ist, wenn ihre 
Koeffizienten unbegrenzt abnehmende Größen von gleichem oder abwechselndem 


| Reihenentwicklung gewisser tranezendenter Funktionen. 19° 
Ersetzt. man in (3) und (4) z durch 9%, so folgt 
(6) Ihsnz-—-n2— (008 2x +4+cos4z +4 e086% +: --], 
(6) Incoss= Fr co822 —zc0os4x +4c0s62r —::--, 


Ausdrücke, die für alle Werte von x mit Ausnahme von 2 = kx bzw. 
(2k+1) z konvergieren. Nach steigenden Potenzen von » angeordnete 
Reihen für diese beiden Funktionen findet man in Teil I, $. 83. 


1 
ya zn 


Insbesondere folgt ‚insin sinzdz = -f Incosxde = — Kr In 2. 
8. Die aus Aug: 7 N Gleichung | 


(N) nett — 082 — acosdr + acosdrz—- ((<u<I) 
ist nach & zu leerieren und hierbei das Aresbnis von Aufg. 21, 8. 116 
zu benutzen. Man findet 


(8) are rer le, 3% —: h, 
wobei die Intgegrationskonstante Null ist, wenn der Bogen arc tg dem 
Intervall von — tx bis + 4x angehört. Die Integration der Reihe (7) 
ist gestattet, da die zugehörige Funktion die Dirichletschen Bedingungen 
. ‚erfüllt (Regel 5). 

| Für g-1 folgt. 


(9) 42 = sine —tsin2z +4sınd32—-»-, 


eine für das Intervall — x <a <a gültige Gleichung, und wenn man in 
Ihr & durch = — x ersetzt, ergibt sich 


(10) ig -ig-sins+tsin?z+lsindg+::-, 


eine im Intervall ) <c<2n gültige Entwicklung. 
9. Welche Reihe erhält man, wenn Gleichung (10) nochmals inte- 
griert wird? 
1 1 2 an z , c083% 


Se A ee a 
z® ZI = 008 + Prellgn +0. 


Vorzeichen sind. Die Konvergenz der nur die Kosinus ‘enthaltenden Reihe be- 
darf allerdings bei gleichem Vorzeichen der Koeffizienten für die Wetex—=—+ ?kx 
besonderer Prüfung, bei abwechselndem Vorzeichen für die Werte = --(2k--1)m. 


200° 81. Integration durch } Entwicklung i in eine > unendliche Reihe. N SE 


Zur Bestimmung der Integrationskonstante wendet man dies Er. DE 


| De an auf &—=0, was nach Regel $, 8.193 gestattet ist und findet ” + 4 


COR nn cos 3x 


a. 2 Ian nn+ er Tauime A +). 


"Die in der Klammer stehende (nach Teil I, S. 3 konvergente) Reihe 5 i 


hat hierbei, wie sofort gezeigt wird, die N Er 


Zunächst ergibt nämlich die ab, ger in (11) die Reihe 


(12) on Statt 
Die Reihe | 
| Bei 
läßt sich nun auch in der Gestalt | 
| 1 1 1 1 ı; 
Amir elta 
"schreiben; daher ist R,= zu e- WM woraus. 


1 
— ı? 


(18) neiltststnrt-, 


hervorgeht. | 
10. Wird der Bruch ai mit 2« multipliziert und dann 


— 20 cosc + «* 
von 1 subtrahiert, so erhält man 


1—.a! , 
1—?2acoac+ u? 


mit Rücksicht auf (1) in Aufg. 7 folgt daher 


na” Ya Tall +20 000n +20 Bde Dr h <1. 


Nach Multiplikation dieser Gleichung mit cos mx, wo m eine ganze 
positive Zahl ist, soll nun mit Benutzung des Ergebnisses von Aufg. 67, 
S. 96 die Formel abgeleitet werden | 


7 
(14). J ee 


Bei gliedweiser Integration der in der angegebenen Weise erhal- } x 
tenen Reihe erhält man bei jedem Glied Null, ausgenommen bei dem 
Glied 2a” cosmx- cosmz, dessen Integration Zum. +7 agibh | 


RER Baht, a N RR FERNEN. PEAK Bar BE ET: RE AA DE REER ) FNT 0 ER RER RT TRTIREN DARIN ENR 
ab al VRR TUHRTN? BMA OF 1a a HEART A DEE DER ED AIR RRE ETTNn 7 E i 


glei | 
Im Falle «> 1 ist der in Aufg. T angegebene Weg and hleen 


11 = 
Im Falle «2 <1 wird 


SB: 1 1:3 1-3-5 

7= (+) dr (it it 5. u )de 
1 =’ 1:3 29 1:88:85 2% ! 
SRG RE TE vr RT 


Im Falle @>1 setzt man % = 1:2 und erhält 


also schließlich 


12. fa Gh dt ıst in eine Reihe zu entwickeln. 
Unter Benutzung der Reihe für sine (vgl. Teil I, S. 80) wird 


z 
At ne 1 2° 12 
eis 2 ee 
6. g 


Pal 1 


hr nr ann On t' 


Die Reihe gilt für alle Werte von z; die durch sie dargestellte Funktion 
heißt der Integralsinus und wird gewöhnlich durch Si (x) bezeichnet. 1) 


18. Die gleiche Aufgabe für fe et dt. 
> | & 
> 1 t A ee b. Do! b’—a! 
I- (later M er MO 
z In 


—Q& 
Me a er art IR 


Die Reihe gilt für alle le von a bis b, die die Null Sieht ent- 
halten (Integralkosinus). 


1) Tafeln und Krephische Darstellungen des Verlaufs dieser Funktion, so- 


‚wie des Integralkosinus ünd Integrallogarithmus (vgl. Aufg. 13 und 14) findet 


. man bei E. Jahnke und F. Emde, Funktionentafeln mit Formeln und , 
Leipzig und zeun 1909, 8. 1923. 
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202 811. Integration durch. Entwicklung in eine unendliche Reihe. 
14. Die gleiche: ae für E di. 


1-/[G Hirsthrhr- )at 
u 


Die Reihe gilt für alle Werte von # mit Ausnahme von t=(0; istt 
negativ, so ist das erste Glied der Reihe durch In (—t) zu ersetzen (vgl. 
Regel 7, 5. 2f.). Durch die Substitution = verwandelt sich die letzte 
Gleichung i in 


SE-mns+ns+4 dus) ne = u a 


und diese Formel gilt für alle positiven Werte z>1, während im 
Intervall O<zs<1 das Glied Inlnz durch In(—Ine) zu ersetzen ih. 
Die durch die Formel dargestellte Funktion heißt der Integrallogarithmus 
und wird gewöhnlich durch li (z) bezeichnet. 

15. Man beweise die für alle reellen Werte von z gültige Formel 


: | 
| N Abus, nr 1a dat er Rn 
(1) fe. MT an Do 


Der Beweis bedarf keiner Erläuterung; doch werde noch folgendes 
bemerkt: In S 13, SUB 12, 8. a f. ad die Formel 


CE | fera t=+4 vr 
erieien. mit ihrer Hilfe folgt 


(8) En Srra=rrva-ferar 


a 


Bei großen Werten von x wird man die Halbe (1) zur Berechnung 
des Integrals nicht anwenden, weil sie daun zu ae SO 
Man verfährt in diesem Fall folgendermaßen: Ä 

Mit Hilfe teilweiser Integration ergibt sich leicht die. Formel 


Un. d E fr dt 
rt -- ae ale 
und dürch Auflösung nach dem zweiten Glied der rechten Seite dieser 
Baenuns und Integration von i=® bis = 00, wo ro sei, folgt 


i Jar. = Fa En in4E Was = i 1 


DEINER BRD SORHIEE KENT R ROMAN RN RR ÄHEN. SSH EN PERL RUN RN ET TERRA 
An Bl DL > AR RE iR AhaT: ER G ib, 


Reihenentwicklung az transzendenter Funktionen. ig 


Wird diese Formel fürn — 0,1,2, 3.. . hingeschrieben, so erhält. 


man aus den so entstehenden Gleichungen sofort u Reihe: 


ee 1.3-5 „1-3-5---(2n-1) 

Je Wider lt era CE ke Be 
(5) ° ar 
1 jyrıl3 .3- Br On Yan ta) | dt. 


z 


Diese Reihe ist allerdings, wenn man sie ins Unendliche fortsetzt, 


divergent, da die absoluten Werte ihrer Glieder von einer gewissen Stelle 
an zunehmen; aber trotzdem ist die Reihe brauchbar, denn wenn man 
‚sie an einer Stelle abbricht, ist der absolute Wert ns Fehlers kleiner 


= 


} 


als der absolute Wert des re nach dem man BDBehTnEneN hat, v 


Offenbar ist nämlich der Wert des Integrals 


x 
2 
e 
I at, 


x 


das einen Faktor des letzten Gliedes der rechten Seite von (5) bildet, 


kleiner als das Produkt aus a 75 und dem größten Werte e”*, den 


x 
BR 


e-®” innerhalb der Grenzen t=zundt= annimmt; nun ist aber 
dt 1 1 
part? an -1 gentl? 
x 
daher 
= 
— #2 —_ x? 
- [4 [7 
N a 
Si @n + 1)a.”t! 
und 
© ; % 
..1-3.5- an) an +1), en HB end ei 
NE | a er 
x i k 


und hiermit ist die ausgesprochene Behauptung bewiesen. 

Will man also das vorgelegte Integral mit Hilfe der Reihe (5) be- 
rechnen, so muß man bei einem Gliede abbrechen, das so klein ist, daß 
es vernachlässigt werden darf. Hier liegt das Beispiel. einer unendlichen 
Reihe vor, die bei Berücksichtigung einer Anzahl 3 von Gliedern zu- 
nächst mit wachsendem n eine Funktion mit großer Annäherung dar- 
stellt; sobald aber die Anzahl n eine gewisse.Girenze n = N überschreitet, 
nimmt die Annäherung ab, denn man hat ja eine divergente Entwicklung. 
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af Y21} ‚ Bei diesen Reihen kann der Unterschied ren dem wahren 
| Wert, ihrer Summe und dem angenäherten Wert nicht beliebig klein 
N gemacht werden durch Berücksichtigung entsprechend vieler Glieder, 
wie dies bei den konvergenten Reihen der Fall ist, sondern die An- 
näherung ist begrenzt.. Man nennt Reihen dieser Art halbkonvergent.. Der 
Vorteil, den ihre Anwendung bietet, wächst mit wachsendem x; sie 
werden daher besonders angewandt, um den Wert einer Funktion für 
einen großen Wert der Veränderlichen zu berechnen. 

16. Mit Hilfe der Formel (4), S. 202 leite man eine nach Potenzen 


von u geordnete Reihe ab für das Integral 


ae dt, i 2 > D. 


Wenn in (4), 8. 202 die Zahl n der Reihe nach gleich n, n +1, 
n nn An ., n + m gesetzt wird, folgt leicht 


An+t1  enHt)an+B) _ 

(6) fi te SRH a rn 7 CH 
man +Nen+B).. getan) 
en (2.:°)” | 


nr een ei 


ygmt ik 


Auch diese Reihe ist halbkonvergent; ähnlich wie in Auty 15 zeigt 
man, daß beim Abbrechen der Reihe an irgend einer Stelle der absolute 
Betrag der Summe der vernachlässigten Glieder kleiner ist als der abso- 
lute Betrag des Gliedes, nach dem man abgebrochen hat. 


17. Mit Hilfe von Gleichung (9 ist das Integral 


en) vn 
I Tat 


x 


in:eine halbkonvergente Reihe zu ‚entwickeln. 
Durch die Annahme n» —=+ folgt aus (6) 


s weh 1 :. 1,2: 01-948 1:2-3- 
(7) L a [1 Er no le 


+ et! 1-2-8.-:m(m+ fen 


NEE NH PIE RER EURE ET? DT RR ;: PER: NT EL 
BININ INDIE je EREUSEHN N 


EL, en WE RER ME ie j ARTE + } 
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SER 
| 18. In Aufg. 17 setze man t?= z und leite so eine halbkonyergente, EA 
Reihe für a 


fs 


Sy 


—-: 


ab, wo &>0 sei. Figur 43 zeigt den Verlauf der Funktion y= r 
. Zunächst ergibt sich 


Le -) [» 7 
2 zz 
e 1 e 
f Ä a4 | r. 
x er 


Hieraus folgt, wenn man x? durch £ ersetzt und die Reihe (7) benutzt 
4 


le en) 
£” 
wo # einen positiven echten Bruch bedeutet. 

Bei kleinen Werten von £ ist diese Reihe unbrauch- 
bar; man bestimmt in diesem Falle das Integral mit 
Hilfe der nach steigenden Potenzen von 3 geordneten Reihe für.e”*: z. 
Alsdann folgt 


A a 8 N ig: 
(9) [Fa - neiheeeterv)d 


Fig. 49. 


& 
1% 1: 3° 1.:.9° =o 
ll Heart 
‚oder 
fan timfian nt hr] 
(10) ne N ı& ig 
ln rer ae 
= Jhd 


wenn man den Grenzwert des ersten Klammerausdrucks mit J,, die 
zweite Klammer mit J, bezeichnet. Hier kann J, durch 


lim A 


R=200 


Dingeldsy: Differential- u. Integrulrechnung. IL. 3. Aufl. 14 


U Sa TA AT. Re Da rn Dar REN TEL Re 
NS TEL TURN NER ERRLNES 
Au i 


KIENORNNN RN URNN EU EEE ALIEN N ES. 
BEE ER BEE A A EIFFRERD) 
ERRBeL N 1 
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ILREL! RN 
SIE ı\ versetzt, werden, wie man leicht sieht. Ferner ist 


x $ NER 
i N ’ 
Ö 


' wo das zweite Integral der en Seite für lim 2 — oo verschwindet; 
daher wird 


v Y ' i 4 4: j N 


J = lim [Inn fen 


Nn=8 


und wenn man 1— 3 == y setzt, folgt 


ı 1 
(11) J=lim[Iinn— | 5 u 2y av) im tan -fürutstt -+y)ay) 


n=w EL) 
0) 


im [un (14444 +-- + —) 


E ) 


Dieser Grenzwert ist nun berechnet worden, und zwar fand man 
(12) lim n [1 arta mol 0,5772156649..., 


eine Zahl, die die Zulersche Kontinr (mitunter auch ash Kon- 
stante) genannt und häufig mit dem Buchstaben 7 (oft auch mit ©) be- 


zeichnet wird.‘) Während die harmonische Reihe er (1 u, 
eh ist (vgl. Teill, S. a konvergiert also de Ausdruck | 


Iren on 


für lim n = oo nach der endlichen Zahl 4 = 0,577. 
Aus (10) und (12) folgt nunmehr 


| e: a | 
(13) ramt-Inten tor 


19. Die Integration unendlicher Reihen läßt eich mitunter auch 


1) Die Beziehung (12) ist natürlich zur Beischning von y ganz ungeeignet, 
weil die Glieder der divergenten harmonischen Reihe zu langsam abnebmen. Für 
die Methoden der Berechnung vgl. man z. B. J. A. Serret, Lehrbuch der Differentiel- 
und integrelrechnung, 4. und 5. Aufl., bearb. von G. Scheffera, 2. Bd., a ur 
und Berlin 1911, S. 211 und 258. 3 


insg ed ae a Dan ve JB aaa a a a a a a 
‚Eulersche Konstante. Summe gewisser unendlicher Beinen, 207 


EEISIE 
benutzen, um die Summe einer solchen Reihe zu Rüden. Wenn 2. „B, die ILLIER 


Summe $ der für "<1 konvergenten unendlichen Reihe he 
Me 


ey 23 «3 PU aört+ı ger +3 zon+5 2er +17 4 
an ande one ap . 
insbesondere also auch ” x=--1) die Summe der Reihe | 

N nr 1 1 1 
(2) eltz ne neh en Ent Ban 


gefunden werden soll, so beachte man, daß die Reihe (1) durch das be- 
stimmte Integral 


s-fü Bi Brit. Hr nt rt nt. dt 
0 | | 


dargestellt werden kann, dessen Integrand, wie leicht zu sehen ist, die 
Summe (1-+ & % + 2) hat. Daher wird 


s- fitka. 


Man berechne dieses Integral unter Rücksicht auf Aufg. 24 und 25, 
S. 134 f. und bestimme insbesondere auch die Summe $;. 


Man erhält 
S= es -V3: aretg EV? ee 


für z=1 folgt sn $,- Kanye 
20. Das Integral 
\ 1 
mi A 
Fer. 
YAırt 


in dessen Integranden m und n ganze positive Zahlen sind, durch Ent- 
wicklung in eine unendliche Reihe zu berechnen und zu zeigen, daß sich 
daraus für m = 1,n=3 die Summe der Reihe 


1. i 
Be a 


1 1 


\ a N ; % \ 
in der Gestalt Fr (n2 + =) ergibt.?) 


1) Zur Darstellung dieser und ähnlicher Integrale durch Kettenbrüche ve). 
0. Perron, Die Lehre von den Ketienbrüchen, Leipzig und Berlin 1918, S. 208. 
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Ian "Wird der Integrand in eine Reihe entwickelt, indem man ı mit dem 
Neuner i in den Zähler dividiert, so folgt 


1- fee: a 4 jurin—i __ .. dt 
a il 


Ina N 
| — ann tnIm mim" ? 
daher ist | N 


’ 1 
1 1 an “4 Be 
m Oman mgnT 
1) 


Fürm=1,n=3 ergibt sich 


a 
| al 
Ihe on fire 


ein Integral, das schon in Aufg. 23, 8. 134 bestimmt wurde, allerdings 
ohne Berücksichtigung von Grenzen. Werden diese eingetragen, so er- 
hält man den vorhin angegebenen Wert. 

Die Summen zahlreicher anderer unendlicher Reihen lassen sich be- 
rechnen, wenn man m und n andere Zahlenwerte gibt; so z. B. liefert 


m=2,0=2 die Reihe 


In2=-1-444-44., 


$8 12, 
Rlliptische Integrale, 
1. Elliptische Integrale sind Integrale von der Form 


SR@, war, 
wo R eine rationale Funktion von £ und von 
Y.= Ya,yıt + 4a,2°+ 6,2” + Ita, 


bedeutet, und zwar muß hier mindestens eine der beiden Größen Oyy 0. 
von N all verschieden sein und der Radikand der Quadratwurzel y darf 
keine doppelte Nullstelle haben, oder mit anderen Worten: die Gleichung 
vierten Grades, die mit y = 0 gleichbedeutend ist, darf keine Doppel- 
wurzel haben. Würde dies nämlich der Fall sein, so hätte mau ein schon 
in $ 10 betrachtetes Incenml, eg läge a ade ms u 
aral, vor. P 


1 Sa ja da Pa MR A Ta Br ET a A 
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Das Wort, eliptisch ist zugefügt, weil die wichtige Aufgabe, die 
 Bogenlänge einer Ellipse zu bestimmen, auf ein solches uns ge- 
führt: hat. | } 

2. Jedes eigentliche Asche Integral kann durch eine Substitu- 
tion von der Form!) 


BD 

Ro yet+ö 

. in ein anderes Kr | 
Joe, 214, 


| übergeführt werden, wobei 
a Z=V(az!+b) (c2} FA) und f = — konst. 
ist. a 


3. Jedes eigentliche elliptische Integral fra, dx kann in eine 


Summe von der Gestalt 
Mds 24 N er 


| übergeführt werden, wo M und N atlöndle ug von 2° sind und 
2. Z durch (1) definiert ist, | 
&. Jedes eigentliche elliptische Integral kann in eine Summe zweier 


Integrale 
ef Pdx + en 
übergeführt werden, wo Ei und @ rationale Funktionen von w sind und 


x -VI-P)U- RR), DeBri 


ist. 


B. ‚Das in Regel & auftretende Integral f Ka läßt sich als eine 


| x | 
Summe darstellen, deren Summanden durch die mit gewissen konstanten 
Faktoren multiplizierten elliptischen Integrale 


el, de nn (EV, 
Fk, a) = ar E(k, 2) - | de, 


dz 
Aus A Ar Ale ren 


1) Näheres über die hier und in Regel 4 zur Verwendung kommenden 
 Substitutionen : findet man in den -ausführlicheren Lehrbüchern. Wir verweisen 
2. B. auf J. A. Serret, Lehrbuch der Differential- und Integralrechnung, 4. und 
5. Aufl., bearbeitet von G. Scheffers, 2. Bd., Leipzig und Berlin 1911, S, 78 bis 
96; H. Durege, Theorie der elliptischen Funktionen, 5. Aufl., neu bearbeitet von 
L. Maurer, Leipzig 1908, 8.31 f.; M. Krause (unter Mitwirkung von E. Naetsch), 
"Theorie der elliptischen Funktionen, Leipzig und Berlin 1912, 8. 169-181. 
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; und durch Ausdrücke von der Form 


Bee _— kir 2, 
KV, 


| gebildet werden, wo 9(z) und g, (7) ganze Funktionen von x sind, wahrenE | 
m eine ganze positive Zahl, k? ein positiver echter Bruch und n eine 
Konstante ist; die Veränderiche x* kann alle Werte von Null bis Eins 
annehmen. | 

Die Integrale F(k, x), E(k, x), II(n, k, x) lassen sich, von be- 
sonderen Fällen abgesehen, nicht in geschlossever endlicher Form durch 
 algebraische oder die elementaren transzendenten Funktionen ausdrücken; 
' sie sind vielmehr selbst neue transzendente Funktionen, die man durch 
Entwicklung i in eine unendliche Reihe berechnet. 

6. Die in Regel 5 erwähnten Integrale F(k,x), E(k,x), Il(n,k, x) 
sind der Reihe nach die elliptischen Integrale erster, zweiter und. dritier 
Gattung in der Normalform von Legendre; die Zahl k heißt ihr Modul, 
n heißt der Parameter des eiliptischen Integrals dritter Gattung. 

7. Diese elliptischen Normalintegrale gehen durch die Substitution 

x = sing in die ae Normalformen 


- DIR E RR Ep I. 
an at yi- a p’ EiR,N) + vi K*sın’pdg, 


dp 
II nn 
GE, 7 de m een 2 ö 


über. Werden diese Integrale mit der unteren Grenze O und der oberen 
Grenze p, versehen, wobei (verglichen mit den Normalformen in Regel 5) 
x = sin p, ist, so heißt die obere Grenze , die Amplitude des Integrals; 
der Ausdruck + Y1—k?sin?p wird gewöhnlich durch Ay bezeichnet. 
Da x nach Regel 5 auf das Intervall von — 1 bis + 1 beschränkt ist, 
kann man p auf das Intervall von — 3x bis + 4” beschränken. Die 
Integrale Fund E mit den Grenzen 0 und 1 (in der trigonometrischen 
Normalform mit den Grenzen O0 und #7) heißen vollständige Integrale 
und werden durch X und E bezeichnet. | 


8. Man kann bei dem Integral 


Da Ser 
+y1 —_ Keinip Pr 


die obere Grenze p, als Funktion des Integralwertes u betrachten und 
schreibt in diesem Falle p, = amw oder genauer p, =ämu, modk, 
d.h. , ist die Amplitude von u modulo k. Alsdann wird (vgl. Regel 7) 


2, = sinamu, +y1- 2 = c0sam%U, +y1—kz? — Aamu, 


A TA ee BE PERF N KAT BR ha RE 2 N RER N SEN TORE DET aa 3 PB na a RR Fe ee 
"78 Fn Wr a a N 3 N} 18 aa 
a N 7 H Wu 7 - } ' 

s . E BR Te) } h l 


Normalformen der elliptischen Integrale. | 211 
"wofür man nach dem Vorschlag von Chr. Gudermann!) kürzer 
z=amu, +Yl—a:=cnu, +vi — Kir? = dnu 


zu schreiben pflegt. Der Ausdruck Aam« und die trigonometrischen 
Funktionen von am u heißen elliptische Funktionen. 


Beispiele 


1. Die Werte zu bestimmen, die die mit den Grenzen O0 und 9, ver- 
sehenen trigonomötrischen Normalintegrale annehmen, wenn der Modul 
k gleich Null ist. 


Aus Regel 7 folgt F (0, 9,) = E(0, 9,) = 9,; ferner wird 


m 0,9) tere FR’ 


. Setzt man im ch des Integranden 1 = cos’p + sin?g, so wird. 
I(n,0,9)= ie: IN, 
ran cos!p --(1 + n)sin?p? 
und dieses Integral ist im Falle 1-+ n > 0 nach Aufg. 12, 8. 107 gleich 
1 

Eye Std FR ; 
| ir arctg(YV1 - ntg 91) 
Für n= — 1 folgt 

N(—1,0, er rg tg 9.- 
Im Falle l+n< 0 kann man 1 +n=-— m? setzen und erhält dann 


Pr 
dp 
I(n,0,9,) af —mitgip)’ 
0 


woraus durch die Substitution tgyp = 2 das Integral 


) Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 18 (1838), $. 12. 
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hervorgeht. Nach Aufg. 2, 8.113 ist der Wert dieses Integrals ohne 


Berücksichtigung. der Grenzen ech en : ie ce, bzw. sh! & ve +c 


2m n% 


(vgl. Regel 7, 8. 2£.). So ergibt sich schließlich 
II(n, 0, RT, : | —— In 2% A al And 2 


2 V- 1 i—n 1 Tontgg, 


2. Die gleiche Aufgabe für den Fall, daß der Modul k=1 ist. 
Hier folgt 


n+-1<0. 


1 


EN d Ip, N | 
Flinte + z) ‚.. (rgl. Aufg. 58, 8. 94), 
1) 


1 


El, Bu co8pdp = sin, 


2 dy | 
In, 1,9,) = # ee rl 
0 


Dieses Integral geht durch die Substitution sing = 2 in 


mi d2.. 
aHndA—EN’ 
0) 


worauf Partialbruchzerlegung des Integranden zum Ziel führt, Man 


erhält 
II(n,1,9,)= la en EL v. arctg (Yr sin o,), falls 0 ist, 


2iA+mn) 1—sing, "in 
1 i-+sıng 
I(r,1,9,)=—1n tn für n = 0, 


| 1 1+sing V-n ae u 
et Sr ane tacFm yon Sr 


: + sin ” 
— sin 
sich leicht Ach nalhe nt. Umformung ergibt. 


Hiaybei kann In 


3. Mit Hilfe der Substitution = 1:2 soll gezeigt werden, daß die | 


In tegrale 


F(k, &,) lin und en 


einander gleich sind.!) 


1) Die transformierte Form des elliptischen Integrals erster Gattung, bei 
der z=(0, z=1, z=K? die Wurzeln des Radikanden im Nenner darstellen, 


durch In tg (% + =) ersetzt werden, wie 


a 


EN 
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4. Man zeige, daß das elliptische Integral erster ee Fk, &,) 


in Aufg. 3 durch die Substitution 


50 
LT. ee 32+@tle’ 


wo «& eine positive Zahl und z die neue Ver änderliche ist, in das In- 
tegral 


9 J uhr fr ENALLBIRERL  SEREU RAN I RERLN N 
( ) id ESS ee = 


übergeht, wo 
ade (2k? — 1) (k? 4-1) 
ı TR RN WI a a vr 
und +, +% = 0 ist. 

Die Form .J/ des elliptischen: Integrals erster Gattung wird als 
dessen Weierstraßsche Normalform bezeichnet. Die untere Grenze 2, 
von .J ergibt sich aus (1) durch Einsetzen von 2 =, und Auflösen 
nach 2. 

5. Unter der Schwingungsdauer eines Pendels versteht man bekannt- 
lich die Zeit, die das Pendel zu einer Schwingung aus der einen Grenz- 
lage (etwa links) in die nächste Grenzlage n 
(rechts) braucht. Diese Schwingungsdauer 7 Ä 
soll bei einem mathematischen Pendel von der 
Länge } bestimmt werden; dabei werde ange- 
nommen, daß man das Pendel zur Zeit t= 0 
in eine Lage gebracht hat, in der es mit einem 
nach dem Mittelpunkt der Erde gerichteten 
Lote den Winkel S0A=« (Fig. 44) bildet; 
alsdann überläßt man das Pendel dem Einfluß 
der Schwere. Der Widerstand der Luft bleibe 
unberücksichtigt. | 

Zur Zeit i sei das Pendel unter dem Winkel Pie. 

SOP=g gegen das Lot OS geneigt; m sei die 
Masse des schwingenden materiellen Punktes P und g die Beschleunigung 
der Schwere. 

Nach einem Grundgesetz der Dynamik ist das Produkt aus der 
Masse m und der Änderung dv, die die Geschwindigkeit des Punktes P 


' wurde von Riemann in seinen Vorlesungen häufig gebraucht. Vgl.B. Riemann, 


Elliptische Funktionen, hregg. von H. Stahl, Leipzig 1899, S. 13--16. Auch F. Klein 
(Mathematische Annalen, Bd. 14 (1879), 8. 116 [1878]) hebt die Wichtigkeit 
dieser Form des Integrels hervor. Vgl. ferner L. Fuchs, Journal für die reine 
und angewandte Mathematik, Bd. 71 (1870), S. 113, 118, 121, Bd. 83 (1877), 8. 16ft. 
[1876]; Gesammelte Werke, herausgegeben von R. F ucha und L. Schlesinger, 
Bd.t, Berlin 1904, 8. 265, 271, 274, Bd. 2, Berlin 1906, S. 87ff.; R. Fuche, 


Sitzungsberichte der Berliner mathematischen Gesellschaft, "Ba. 8 (1908), 8; 2. 
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während des Zeitelements dt erfährt, gleich dem Produkt aus dt und 


der in Richtung der Bewegung des Punktes genommenen Komponente . 


der wirkenden Schwere mg, oder anders ausgedrückt: das Produkt 
aus der Masse und der Beschleunigung. ist gleich der in Richtung 
der Bewegung des Punktes genommenen Komponente der wirkenden 
Kraft. Diese Komponente ist, wie man der Figur entnimmt, giaach 
mgsino; üaher folgt 


(1) ni 


Tmgeinp 


und hier ist = ‚ wenn ds das während des Zeitelements dt beschrie- 
bene Bogenelement bezeichnet (vgl. 5.13, sowie TeilI, 8.17). Wird 
der von dem Pendel beschriebene Bogen von der Anfangslage OA aus 
gemessen, so ist ds = — Id, wobei das Minuszeichen steht, weil einer 
"Zunahme ds des Bogens eine Abnahme des Winkels p nn Die 
Gleichung (1) kann daher durch 


ersetzt werden. Nach M ultiplikation von (2) mit — 2 r folgt 
dp d? | 
ar 2ginp fr Fre 


eine Gleichung, deren linke Seite die Abeitung von (5 2, dursteln 80 
daß nunmehr 


d | | | 
BD U —2gsing oder 14(7E) -— 2gsinpgdp 
hervorgeht, Durch Integration erhält man 
dp\? | 
(4) (7) = 29 co8.p He 
Die Integrationskonstante c ergibt sich, wenn man beachtet, daß zur 


Zeit t= 0 die Geschwindigkeit gleich N ul unddgo= e ist; daher wird 
= — 29co0sa und | 


(m IE) 
somit | Ki 
(5) | dl EN nl 


9 V2(osp, —_ ed 


Bezüglich des Vorzeichens ist folgendes zu beachten: Bei ‚der 


Schwingung in der Richtung von A nach $ nimmt p ab, dp ist ne- ; | 


a ee a JE TS UA ER Bra BE in 
Schwingungsdauer eines Pendels. N 

gativ, man hat daher ein Minuszeichen zu setzen, damit die rechte Seite 
der Gleichung (5) gleich der positiven Größe di werde Bar der Schwin. 


gung von 8 nach B ist dp positiv, man hat in (5) rechts das Plus- 


zeichen zu setzen. 
Mit Hilfe der Formeln cos p=-1-—2 sin’to, cosa=1—2sin?}« 


folgt 
(6) | on & V; 92 Zu — — sinyp 


Wie man sieht, führt die Bestimmung von £ aufeinelliptisches Integral. 
Bevor wir dieses berechnen, werde die Aufgabe nur mit einer Annäherung 
gelöst un eE der Be die nipDnlle & sei so De daß es gestattet 
ist sin$e durch 5« und daher auch sin; p durch 3 op zu ersetzen. Als- 
dann wird die Zeitdauer 2 der Schwingung von A "bis 8: 


(2) ee le 
oder 


Ei = un 0. ayprs VE N 
(7a) a er 


Genau dieselbe Zeitdauer ergibt sich für die Schwingung von 8 
bis zur Grenzlage OB. Daß diese Zeitdauer 4 =1, sein muß, folgt 
übrigens auch aus einem Satze der Mechanik, demzufolge ein materieller 
‚Punkt, der sich lediglich unter dem Einfluß der Schwere im luftleeren 
Raum frei oder auf einer gegebenen Kurve oder Fläche bewegt, bei 
jedem Durchgang durch dieselbe Horizontalebene die gleiche Gesehwin- 
digkeit hat. 

Die Zeitdauer 7’ der Schwingung von A bis .B wird demnach 


(8) Tetth=aV-- 


Bei Einführung der Länge I, des mathematischen Sekundenpendels, 
die durch 1 = = bestimmt ist, kann man die Gleichung (8) auch 
in der Gestalt | u | | 
I 
(9) a T-y; 
schreiben. Ä 
Will man die N T in aller Strenge ableiten, so ist 
SBerOKChn von 


ao | ir--Vif en 


2 Ysin’;a — &— sin?}p 


BE EN 3 Er te a EA ln 
SE EINE 2]; ’ 4 Se LE N: Se ı# Bad bare ae Bey 2) Ze RI NEST RURNG BEINE 
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: Dureh die Substitution 


(11) sin} k, singp—ksino, 1005 9dp - koosa da En 


geht dieser Ausdruck in das ni dem Faktor + ine versehene voll 
ständige Integral erster Gattung X über (vgl. ‚Regel 7), man erhält. 


5 
—n 


(12) sarah Verare -+ Ver 


Durch Reihenentwicklung folgt 


In 
2 


x- [{1 +5 (kein 0)? + = (ksino)+ 2 3 
0 


‚woraus bei Anwendung der Formel 
| “ 
5 


1.8.8... On Die 
En a EST RE EN PR LEN 
fin oda = ra ne 
r | 


(vgl. Aufg. 76, 8.99) die Gleichung 


a) Tr yzlirlr+ß Dertife #4. 


hervorgeht. 
Für die Zeitz, de das Pendel braucht um von A nach P zu gelangen, 
findet ınan nach (6) und (ll), wong sy<a N sing = ksiny ist: 


7 


(14) Am Ve Eee — Fee . 


und mit Rücksicht auf (12) ist alsdann 


(148) 17 1 Vf -+ Vz FG, a), a Wi 


Dieser Ausdruck 4 7 — t stellt die Länge der Zeit dar, in der das Pendel 
aus der Lage OP; in die vertikale Lage O5 schwingt. 


Bei der Berechnung des Winkels p, den das Pendel nach Verlauf | 


der Zeit £< 47 mit dem Lote OS bildet, beachte man, daß aus = a) 
. nach Regel 8 die Gleichung 


Il mn 2) i | modk= sin Be 


o — am | Re 3° 


.- ..) do, 
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hervorgeht, woraus nach (11) Ba, | 
(15) sin 4 9 keino -keinam [VI (E 7-4}, modk- sin! u 
a An EN? 4 2 
folgt; ferner wird 
2 


(15a) cs 9 =Aam u He T— )}; modk = sin «. 


Auch die Geschwindigkeit v des Pendels zur Zeit *< 17 läßt sich 
' nun leicht berechnen. Aus den Bemerkungen zu (1) folgt 


dp 
= — I dt 
und nach (4a) | | | 
(16) |v|= +YVögl(cosp — cosa) = +2 Yglkcosw 
oder ' u 
| (16 a) |v| - 2Yglein a cosam IV& (+7 - )) ‚ modk= sin — or. 


Das Pendel erreicht die größte Geschwindigkeit v= V, wenn 
cosa —=1, also m = ( ist; dann wird nach ‚ua a)t=41T, das Pendel 
hängt lötreoht. Offenbar 2 Volsinta. 

6. Es soll.nun die vorhergehende Aufgabe dahin abgeändert werden, 
daß man dem Pendel zur Zeit = 0, wo es mit dem Lot OS den Winkel 
& bildet, eine Anfangsgeschwindigkeit v, erteilt. Wir erinnern hierbei 
an His Jedermann bekannte Tatsache, daß bei hinreichend großer An- 
fangsgeschwindigkeit v, das’Pendel im vollen Kreise herumschwingt, 
während es bei entsprechend kleinem Werte v, eine ähnliche „pendelnde® 
Bewegung zeigt wie in dem soeben betrachteten Falle v,=0. Man 
wird also unwillkürlich die Frage aufwerfen, welcher Betrag der An- 
fangsgeschwindigkeit v, diese beiden Fälle trennt, 

Auch jetzt gelten wieder die Gleichungen (A), (2), (3) und (4), 
aber die Integrationskonstante c in (4) erhält nun einen nn, Wert. 


Beachtet man, daß aus (4) für die en va— . die eng 


‚stimmungsgleichung 
vo 2glcosp-+ cl 


folgt, so erhält man bei Anwendung dieser Gleichung auft=0,9 =, 
vu: | 

(1) ö = 2gleöose + cl, 

daher | 

(2) vv? — 2gl(cosp — cos) = 4gl(sin’gza — sin’zp). 


| Es fragt sich, ob es nunmehr überhaupt eine Lage des Pendels gibt, 
in der dieses für einen Augenblick die Geschwindigkeit Null hat, und 
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wie eroß der dieser Lage zugehörige Winkel p ist. Zur Entscheidung 
dieser Frage setzt man in (2) v— 0 und findet alsdann: Ir | Sn 


ı Aglsin’}«+v* 
2. UM 02); 
sin ER Agl 


(3) 


Aus dieser Ge, folgt, daß das Pendel nur dann eine Ruhe- 
lage einnimmt, wenn 
(4) L=4glsin’ta+v?<4gl 


ist, denn im Falle 4gl sin? at >Agl würde sn!g>1, also p 
Eich reell sein. | 

Im Falle L<4gl wird das Pendel nach Oh ehreftare der lot- 
rechten Lage OS mit allmählich abnehmender Geschwindigkeit bis 
zu einer gewissen Grenzlage steigen, in der es mit dem Lote OS einen 
Winkel B bildet, und zwar ist | 


4glsin’ta« + vo, R. 2glcosa— v,® 


(5) sin P=+ ven = + a ‚„ coß= EEE. 


die zugehörige Geschwindigkeit ist Null. Nachdem das Pendel diese 
Grenzlage erreicht hat, kehrt es wieder zurück. 
Im Falle L>4gl ist die dem Pendel erteilte Aufangsgeschwindig- 
keit v, so groß, daB dasselbe nie eine Grenzlage erreicht, der die Ge- 
schwindigkeit Null zugehört, vielmehr wird das Pendel im Kreis herum- 
schwingen, also volle Umläufe machen. 
Eine besondere Behandlung verdient der Fall Z=4gl,; hier wird 
die Geschwindigkeit Null zwar in einer gewissen Grenzlage erreicht, der 
der Winkel 8 = 180° zugehört, aber dies geschieht, wie wir sehen werden, 
erst nach unendlich langer Zeit, also asyınptotisch. 
Wir wollen nun diese drei Fälle näher betrachten. 


A. L==4glsin?t atu <ägl, 
Nach (2) wird 


dp\2 Rn 
(6) er) —-L—4glsin’—p, ; 
daher | 
(7) a ei 


FYVL—Aglain’s op 
oder mit Benutzung von (5): 
BETA d 
8 d=T- 1 ea 
8) ü 9 Vein’jf—eniie. | 
Bei der weiteren Behandlung der Aufgabe ist nun analog zu ver- 
fahren wie früher (8. 216). Durch die Substitution | 


sin+ß=k sioitg=- ksino 


za N a EHER ET ER BR Saal Er eh REES ee, LAN Ku la PAD Tier al u Va? ale, 
{ vork L ’ fi 
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Beh das zu (3) gehörige Integral in die Norinalform des elliptischen 
Integrals erster Gattung über. Für die Zeitdauer der Schwingung aus 
der Anfangslage 0A in die lotrechte Lage OS findet man 


9) la a vl; ee o’ 
wobei 


„+ 4glisin? - Id 
k- sin. ß= ya en 38 IN @, = BIN, @ 


ist. Für die Zeitdauer der Schwingung aus der Lage OS in die Grenz 
lage OB, der, wie wir oben sahen, der Winkel 8 zugehört, findet man 


s 
LTE 


| | | Er do AL 
un rl ve Va 


wobei wieder k= sintß und K eur gehörige vollständige ellip- 
tische Integral erster Gattung ist. 

Dies ist dieselbe Gleichung wie (12) in der vorhergehenden Auf- 
gabe; nur muß man beachten, daß nunmehr 


| /vo? + Aglsin’ie 

ku ea 

ist, während in (12), 8.216 % gleich sint« war. EM = 0 geht 
natürlich der jetzige Wert k in den 
früheren über.) 

| Genau dieselbe Zeit £, braucht 
das Pendel, um aus der Grenzlage 
OB in die Lage OS zurückzukehren; 
nach Überschreiten derselben steigt 
das Pendel zur Grenzlage OB’, der 
der Winkel SOB’ = SsoB =D 
(Fig. 45) zugehört, und auch dieses 
Ansteigen vollzieht sich während einer Zeit, die so groß wie 2, ist. 

Die Zeitdauer 7’ der Schwingung von B bis B’ wird daher 


N 
Fig. 45. 


a). T-24-2V.K 


Au (2) folgt, daß das Pendel seine größte Geschwindigkeit Vin 
der lotrechten Lage 08 (cosp = — 1) erreicht; offenbar ist 


(12) "= +Yo + Aglsin?ta 
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B. Es sei L=4glsin’4a +0? > 4gl. 
Durch Einführung der Größe %,?—= 4gl:L geht die Gleichung m 
über in: 


Id 
(13) | — FR 


vELYyi—krsin4p’ v 
woraus durch die Substitution 49 — ® 


een 1, 
= h Auen vVLYyı —_k’sinto ray, yi_h’sin'o @ 
ervorgeht. 


Für die Zeitdauer der Schwingung aus der Be OA in die 
lotrechte Lage OS findet man 


3 


| BEGRESS SE 
(15) AN, Tr V; ee % sın? ER 2 la v*+4glsinie 


Für die Zeitdauer der Schwingung des Pendels aus der tiefsten 
an O8 in die N höchste Lage 08° a 


es re +hYzK- 


Genau dieselbe Zeit braucht das Pendel, um mit Überschreitung der 
Stelle S’ aus der Lage O8’ in die Lage 08 zu schwingen, denn man 
würde zur Berechnung dieser Zeit den Ausdruck | 


7 do | 
k AL 
Bon gJ Yyı—k,'sin’o 


finden, der durch Einführung von p vermöge = n — y in 


her Vor en 
übergeht, Die Zeitdauer eines vollen Umlaufa des Pendels ist natür- 
“ Her tiefsten Lage ist die Geschwindigkeit, wie aus (2) folgt: 
eween) 
in der höchsten Lage | 


(18) V'=+Yu— 4glcos’ta. 


Is si 0 al ee a Te a a a ER n 


| Schwingungsdauer einer Pendels. | 991 
0. Es sei Z = Aglsin?4« + 0? = 4gl. 
Aus (7) folgt nun sofort ) 
| i : ! do 


daher ist die Zeitdauer der Schrngug aus der N OA in die 
lotrechte Lage OS: 


OR -+4y. 2 u 


oder mit Rücksicht auf Aufg. 58, 8. 94: 
ie Se ı 
Be -+ Vie (2 +]. + yi ig: 

Mit Übersehreituug der E ni beginnt das Pendel mit ab- 
nehmender Geschwindigkeit zu steigen, bis seine Geschwindigkeit Null 
wird; dies tritt, wie schon S. 218 erwähnt wurde, ein, wenn das Pendel 
mit; der Lage OS einen Winkel von 180° bildet, also die zu OS entgegen- 
‚gesetzte Lage OS’ eingenommen hat. Für die Zeit, die bis dahin ver- 
fließt, findet man 


2) 4- EB +V: = +Vilnw*t=77- m 


das Peudel: nähert sich daher asymptotisch der Lage O8‘, ohne sie je zu 
erreichen. 
Für die Heselindiakait in der tiefsten Lage findet man 


r-2YVA. 


| 8 13. 
Differentiation eines bestimmten Integrals nach einer der 
beiden Grenzen; Differentiation und Integration nach einem 
| | Parameter. 
i. Wird 
Fe J fe) dz = F(u) — F(a) 


als eine Funktion der oberen Greuze u oder der unteren Grenze a be- 
trachtet, so gelten die Gleichungen 


N 
Zu = EM) und‘ —. =—f(a), 
falls die Funktion f (2) an den Stellen z= u bzw. 2 = a stetig ist, 
' Dingeldey: Differential- u, Integrairechnung IT. 3. Aufl. 15 
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En" 
Se 


2. Enthält der Integrand einen willkürlichen Poramete a und wird 
= fie «) da= F(u, ne Fl, e) 
als e eine Funktion von « betrachtet, so gilt die a 


u ren 2) 


da ET TEE 


man kann daher die Differentiation eines Integrals nach einem in ihm 


enthaltenen Parameter statt nach Bestimmung des Integrals auch vor 
der Integration, d. h. unter dem Integralzeichen ausführen. Hierbei ist 
vorausgesetzt, daß die Grenzen u und a von dem Parameter « unab- 


kängig sind; ferner soll f(x, «) eine stetige Funktion von z und «sein, 
die eine stetige partielle Ableitung nach « hat. Der Variabilitätsbereich | 
von « kann natürlich ein anderer sein als der von x, aber wenn f(x, «) 


in dem Bereiche a +8 <r <b — sg, wo d und e beliebig kleine posi- 
tive Größen sind, stetig ist, so stellt auch ./ eine im Variabilitätsbereich 
des Parameters « stetige Funktion von &dar.!) 

3. Sind die Grenzen a und u bei dem soeben betrachteten Integral 
Funktionen von «, so gilt die Gleichung 


= f(u, a)$* — f(a, 4 R bang, 
%. Für die Differentiation eines andere Integrale 
J-/f@, a)dz = F(x, vi +c, 
"nach dem in f (z, «) enthaltenen Parameter « gilt die Regel | 
| te. e)da= ae dx Be N ® 


Hierbei sind c und e, völlig willkürliche Konstanten. 


&. Ist /(z, «) innerhalb. eines Bereiches von x und eines Bereiches 
von «& stetig und ist 


| I )de—J 
so gilt die Gleichung 
S da =) fe oa] dz 


1) Über die Anwendung der vorstehenden Regeln auf Integrale mit unend- 


— 


lichen Grenzen vgl. man z.B. C. Jordan, Cours d’analyse, Bd. 2, Paris 1883, 8. 160. RR ji 
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SLfe a)dz|d« [fr ei dı. 


Die Integration von J nach « kann daher unter dem sich auf x be- 
ziehenden Integralzeichen ausgeführt werden, mit anderen Worten: 
Die Reihenfolge der beiden bei f(x, ©) auszuführenden Integrationen 
ist willkürlich. Voraussetzung ist natürlich, daß das zu je einer Ver- 
‚änderlichen gehörige Paar von Integrationsgrenzen von der anderen Ver- 
änderlichen unabhängig ist; auch müssen diese Grenzen innerhalb der 
betreffenden Stetigkeitsbereiche liegen. 
6. Die Differentiation und Integration eines Integrals nach einem 
- Parameter läßt sich leicht verwenden, um aus einem Integral, dessen 
Wert bekannt ist, den Wert eines anderen Integrales abzuleiten. 


| KR Beispiele, 
- 1. Die Formel 

1 
1 ; 
rar | (n+1>0) 
) h 
ist % mal nach den Paar n zu differenzieren, 

Man erhält \ 

I! 


n k BT ER k x 
fr (nz) da = ( 1% am 


0 


2 Die Formel 


fi edel al) 
ist (p— 1) mal nach a zu differenzieren. 
Man erhält N 
i p—1lp-azx „_@-—U! 
IE ne da = er 

0 


insbesondere für a = 1: 


Jene de -(p-1)!. 
| Dieses Integral wird nach A. M. Legendre gewöhnlich durch F(p) 

bezeichnet; Gauß benutzte das Zeichen TT(p — 1). Man nennt dieses 
| HE 15* 


Ba Da ERLERNEN SE ne una ae SS un if. 
Er J N A 2 LEE Aa N 
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‚Integral die Gammafunktion oder das Euler sche u zweiter Gaitung;, N 
in $ 14 wird es näher betrachtet. 


3. Aus der Formel 


Lane iq 
fein ardz = — 0800 +6 


© 


durch Differentiation nachdem Paramöter & Bine neue Formel abe En 
f x coBawde = u cosax + - sin &z + C- 
4. Die gleiche Aufgabe bei A Be. 


rd 1 Pr 
Se - ut) +o, 

wenn b der Parameter ist. 
Man erhält 


En yinla + br) — +4 


ba = - be) 
5. Die Yormel 


f dx | 1 E17 | R . 
Va | (a>0) 
0 


n mal nach a zu differenzieren. 
Man erhält 


»| 8 


| RL Ne 
DE 
{0} u 


6. Nach Aufg. 12, 8. 107 ist 


Ey 
2. 


da | rn Bere, a. 
ee 
N) | 


| Man differenziere diese Gleichung je einmal nach a und einmal 
nach b und benutze diese beiden Ergebnisse zur Ableitung der Formel 


“s SE ie "1 Sg: IN. 
{4 ) ats’ £b bisin’a)? 4ab (a: ») 
N 


na lt 2 trance A a br Fe a it SE Bea EEE tn Fl ice BEE A 
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Die Differentiation nach a ergibt 
” | 
er 209 
2acos!r de ES AKAE, 
(a? cos!z + b’sin’e)? 2atb 


eo dn Re ze «f 
(0° cos?x + db? sin? © +5’ sin’ a 


1. Der Ausdruck 


oder 


| 


I= f re de («> 0) 


ist nach 5 zu differenzieren und alsdann J mit Rücksicht auf die Formel 


n 


(AT pn TE 
fe coadbrdx = PERwT 


0 


(vgl. Aufg. 2, S. 105) zu berechnen. 
Offenbar ist 


[+] 


>” erer oosbade 


daher | | 
b 
1 (a = arg +0. 


Da für b=0 auch J= 0 wird, ist die Integrationskonstante Ü gleich 

NLA Pr. 1 1 | Ä 
Null, wenn arctg _- zwischen — — x und + —. x genommen wird; man 
erhält daher # | | 


(1) | | SF a arg 1 (a >B0). 


6 


Für a = 0 ergibt sich die Formel?) 


| einbar, 7 A b 1 
(2) Sra-+tr-} ir, 


wo das obere oder untere Vorzeichen gilt, je nachdem b>0 oder <0O ist, 


1) Zum Nachweis, daß der Übergang zu a = 0 erlaubt ist, vgl. z.B. E.Czuber, 
Vorlesungen über Differential- und Integralrechnung, Bd. 2, 2. Aufl,, Leipzig 1906, 
S. A64—166. 


DENE ERNST NEE TED ETHERNET ERER TON ADALEUE SET PALETTE 
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Man benchte, daß der Wert dieses Kilos von dem baoltae be: 


Wert der Größe b unabhängig ist. Dies ergibt sich auch, wenn ın dem 
Integral durch die Substitution bz = z an Stelle von x eine neue Inte- 


grationsveränderliche z eingeführt wird, 
8. Im Anschluß an die letzte Formel zeige man, daß das el 


J= sin pzsingesinrz. “® | cd, ,r>0) | 

% 2 | 
gleich tx oder gleich O ist, je nachdem sich aus den Größen p, g, r, 
wenn man sie als Längen von Strecken deutet, ein Dreieck konstruieren 
läßt, das diese Strecken zu Seiten hat, oder nicht. Dabei werde noch 
angenommen, dßBp>g>r sei. a 

Zunächst ist 
singesiore=4t[eos(g —r)e—eos(g+ r)a}, 
daher | | | | | 
sinpxsingzsinr« = 4 [sinpxcos(? —r)c—sinpxzcos(g + r)z}; 
mit Hilfe der Formel Ä 
sinpzcos—n)ce=%{sinp+g—r)e+sinp—-q+r)e) 


und der analogen Formel für sinpx cos (g +r)& erhält man also 
u.. En © 
J-; || sin(P+9—-r)2+ sin(p—g-+r)a—sin(p+g+r)c— sin( P-g-r)% } = . 

N) ; ! 
Da p>g>r>0O vorausgesetzt wurde, sind die drei Größen erg-r, 
p—q-+rundp+g+r sicher positiv; hingegen ist p-— q—r negativ 
oder positiv, je nachdem man aus den Strecken p, q, r als Seiten ein 
Dreieck konstruieren kann oder nicht. ” ersten Fall wird daher mit 
Rücksicht auf (2) in Aufg. 7: 2 
I=ilie+4#-i@tia)= 1m, 
im zweiten Fall wird 

Jeilsr +32 32-32). 
9. Aus der Gleichung 


Sat en, 


leite man durch Multiplikation mit db und Integration nach dem Para- 
a b innerhalb der Grenzen b= « und b= ß eine neue Formel ab. 

1) Val. A. Sommörfaid; Nachrichten von der Gesellschaft der ade, 
schaften zu Göttingen, math. „phys. Klasse, Jahrgang 1904, S. 118. | 


aa hl neh N u AR ee ee rer, 


_ Differentiation eines Integrale nach einem Parameter 2397 
Fflan erhält 


Pe 2 (ß - a)x. 


10. In Aufe. 1 wurde aus der Formel 


1 


© | “ Eu Jr; nen 


durch Differentiation nach dem Parameter n eine neue Formel erhalten; 
nun soll durch Integration von (1) nach dem Parameter % innerhalb der 
Grenzen «und ß, wo «+1>0 und ß+1>0 sei, eine neue Glei- 
chung abgeleitet werden. | 
Man findet 


11. In gleicher Weise ist die Formel 


> i 1 j 
fe en (a>0) 
: | | | 
mit bezug auf den Parameter a zu behandeln. 

Man findst 
| ya AS -ßz | 
he nd ln, («>0,8>0). 


0 


12. Zur Berechnung von 
J= fe dir 
0 


setzt man zunächst x= a2, woa>Ü sei, und erhält hierdurch 


oo 
TI fonds 
J 


Diese Gleichung multipliziere man nun mit e”**da und integriere als- 
dann ihre beiden Seiten nach « innerhalb der Grenzen 0 und oo. Alles, 
was sonst zur Berechnung von J erforderlich ist, findet sich dann von 
selbst. 

Die Gleichung 


| fTe-@ du -[[ ferurne da|de 
ö PSSENTDN 
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. ergibt 


daher N 
J=+4Yr. 


bar ist 


fe ras om Va. 


13. Aus dieser letzten Formel soll man mit Hilfe der Substitution 


| = a2 + ‚= j a>o6d 
die Formel 


[>] 
b2 
en AN 
fer 2bi Jg FR er. yVx 3 
6) 


ableiten. 
14. Das Integral 


x 


jerdz 


0 


spielt eine wichtige Rolle in der Theorie der Beobächtungsfehler. His 
möge dies im folgenden kurz dargelegt werden. 

Wenn eine Größe durch Beobachtung oder Messung bestimmt werden 
soll, wird man nicht nur eine Beobachtung machen, denn diese kann ja 
sehr leicht mit einem verhältnismäßig großen Fehler behaftet sein; man 


wird vielmehr eine ganze Reihe von Beobachtungen anstellen. Die hier-. 


bei auftretenden Fehler sind teils unregelmäßig (zufällig), d. h. sie haben 
ihren Grund in Umständen, die sich während des Verlaufs der Beob- 
achtungen ändern können, teils sind sie regelmäßig (konstant), d. h. sie 
sind durch einen sich fortwährend in gleicher Weise äußernden Umstand 


verursacht. (Vgl. Teil I, S. 142). Wir wollen im folgenden annehmen, 


daß die einzelnen Beobachtungen gleiche Zuverlässigkeit haben und 
nur zufällige Fehler vorliegen; es soll also kein Grund vorliegen 


eine Beobachtung für wertvoller zu halten als eine andere. Alsdann 


zeigt die Erfahrung, daß bei diesen Fehlern ein gewisses Gesetz zum 
Ausdruck kommt, das sich auf die Größe und Häufigkeit der eb 
bezieht. 


Zur Ableitung dieses Ga hat Gauß zunächst als Grundsatz. 


aufgestellt, daß der. wahrscheinlichste Wert der unbekannten Größe durch 


N 


Vgl. auch Aufg. 15, 8. 202, Aufg, 9, 8. 242 und Aufg. 13, 8,313. Offen- 


EL 
IRRE a 


ER a Fe Dir Be a I Adern 
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das arithmetische Mittel der einzelnen Beobachtungen dargestellt wird.‘) 
Außerdem wird die durch die Erfahrung bestätigte Annahme gemacht, 
daß kleine Fehler häufiger vorkommen als große, und zwar um so häu- 
figer, je kleiner sie sind; äußerst geringe Fehler werden also am häu- 
figsten auftreten. Ferner nımmt man an, daß positive Fehler ebenso oft 
vorkommen wie negative. 

Es sei nun x der bei einer Beobachtung bekangene Fehler, und 
x -+ Az der Fehler bei einer anderen Beobachtung; ist n, die Anzahl 
aller in das durch x und © + Ax begrenzte Intervall fallenden Fehler 
und N die Gesamtzahl aller Beobachtungen, so ist w=n,:N die Wahr- 
scheinlichkeit für das Auftreten eines innerhalb des genannten Intervalls 
liegenden Fehlers. Hierbei soll », als Funktion von x betrachtet werden. 


Die Größe w hängt selbstverständlich von Az ab; die Annahme scheint 


plausibel, daB für sehr kleine Beträge Ar die Wahrscheinlichkeit w zu 
Ax proportional ist, so daß angenähert » = p(z)Ax gesetzt werden 
kann, und zwar wird diese Gleichung der Wahrheit um so näher kommen, 
je kleiner Az ist. Bei einer gegebenen Reihe von Fehlern ist p(x) ein 
Maß für die relative Häufigkeit des Fehlers. Dabei darf jedenfalls ar- 
genommen werden, daß die Fehler ein gewisses Intervall nicht über- 
schreiten, sondern zwischen gewissen Grenzen —a und+a«a gelegen 
sind; die "Funktion p(x) muß dann von der Bu nen sein, daß sie 
für 2]> |a| verschwindet. 

Wir lassen nun die Größe des Intervalle von x bis ©-+ Ax nach 
Null streben, indem wir Ax nach Null streben lassen und bringen dies 
dadurch zum Ausdruck, daß wir Ax durch dx ersetzen. Alsdann ist 


W=n,:N=o(e)de 
die Wahrscheinlichkeit für das Auftreten eines Fehlers in dem Intervall 
von x bis <+.dx; natürlich ıst dieser Wert w unendlich klein. Da 
ferner die Summe aller für das Intervall von — a bis + a gebildeten 
Werte n, gleich N sein muß, ist ea) jedenfalls eine Funktion, die die 


| Bedingung 


N p(a)de=1 
erfüllt, und natürlich Muß auch | 


Spe)de =1 


1) Dies würde auch die „Methode der kleinsten Quadrate‘ ergeben. Sind 
nämlich 2,, 2, ... 2, die » beobachteten Werte der Größe z, so sind z—2,, 
Z—lgy.-..: 2—2, die Fehler der Beobachtungen. Die Forderung, daß die Summe 
der Goadtals der. Febler ein Minimum sei, führt auf die Gleichung 


u, +23+'..+2.) 


— 


Vgl. Teil], 8. 142. 
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sein, wo |A|>|a] ist, denn außerhalb des Intervalles von —a bis 2 


liegende Fehler kommen ja nach Voraussetzung nicht vor. Insbeson- 
dere muß | | 


freaz =: 


sein. 


Bildet man die Summe aller Ausdrücke p(a)da für das Intervall 


von x, bis x,, bildet man also 


so ist dieses Integral ein Ausdruck für die Wahrscheinlichkeit, daß ein 


Fehler zwischen den Grenzen x, und x, liege. 
Theoretische Erwägungen, insbesondere von Gauß und nt, 
sowie zahlreiche Erfahrungen haben gezeigt, daß die Funktion 


Ce A 


wo c und h reine Zahlen bedeuten, das „Fehlergesetz“ für x° = a sah: 


gut darstellt. Die Forderung 


00 


fe . rrda— —] 


0 


Ah mit Rücksicht ar Aufg. 12, 8. 228 für c den Wert wi Yan B0- 


u 
p(@) a a een 


Die oben erwähnte Forderung 


A 


fe sed 

IA 
1) C.F. Gauß, Theoria motus corporum coelestium, (1809), Art 175179; 
Gauß Werke, Bd. 7, Leipzig 1906, 8. 240-246: P.S. Laplace, Theorie 'analyti- 
que des probabilites, Paris 1812, Buch 2, Kap. 4; 3. Aufl., Paris 1820, Art. 23; 


Öeuvres completes, Bd. 7, Paris 1886, S. 343. Vgl. auch F. W. Bessel, Unter- 


suchungen über die Wahrscheinlichkeit der Beobachtungsfehler, Astronomische 
Nachrichten, Bd. 15 (1838), 8. 369; Bessels Abhandlungen, hrsgg. von R. Engel- 
mann, Bd. 2, Leipzig 1876, S. 372--391. Im übrigen verweisen wir zur näheren 
‚Orientierung über die Theorie der Beobachtungsfehler auf die Werke: E.Czuber, 


Theorie der Beobachtungsfehler, Leipzig 1891; F. R. Helmert, Die Ausglei- 


chungsrechnung nach der Methode der ‚kleinsten Quadrate, 2. Aufl., Leipzig und 
Berlin 1907; E. Czuber, Wahrscheinlichkeitsrechnung, 2. Aufl., Ba. 1, Leipzig 
und Berlin 1908, besonders S. 246—275; A. A. Markoff, Wahrscheinlichkeits- 
rechnung, deutsche Ausgabe von H. Liebmann, Leipzig und Berlin 1912. 


EV ET, 
EN a 5 


| SEEN, | | 2 


ist natürlich nur angenähert erfüllt, um so genauer je größer Ast 
Tatsächlich Bro Ä 


1 5 2 “ 
— Jet.dt= — jetdt 
Vr f Vr J' 

—4 N 


- 


schon für A—3 den: Wert 0,9999779 und für A=% ergibt sich 


Fig. 46. Fig. 47. 


0,99999998458.%) Figur 46 stellt die Kurve y—= e-* dar, Figur 47 die 


Kurve | 
2 y | 
Y= — e "dt. 
Vr fe 
0 


Die Zahl ) kann mit Gauß®) als ein Maß der Genauigkeit oder 
Präzision der Be gedeutet Sa ne ist nämlich 


N 


die et nl aß bei a einer Beobachtungsreihe, | 
für die die Zahl h den Wert h, hat, ein Fehler vom absoluten Betrag |x| 
kleiner als die positive Größe & oder ihr gleich sei, und 

| Inl‘.o 


a ae 


hat die entsprechende Bedeutung für eine ganz andere Beobachtungs- 


Zu 


1) Eine Tafel für die Werte der Funktion —_ er "dt findet man z.B. 
5 z pn & 

bei E. Czuber, Theorie der Beobachtungsfebler, Löipeie 1891, 8. 411; eine 
Tafel für dieselbe Funktion und ihre sechs ersten Ableitungen findet man bei 
H. Bruns, Wahrscheinlichkeitsrechnung und Kollektivmaßlehre, Leipzig und 
Berlin 1906, im Anbang; E. Czuber, Wahrscheinlichkeitsrechnung, 1. Bd., 2. Aufl., 
Leipzig und Berlin 1908, S. 385—404; E. Jahnke und F. Emde, Funktionen- 
tafeln mit Formeln und Kurven, Leipzig und Berlin 1909, 8. 33—42; A.A.Mar- 
koff a. a. 0. 8. 312—317. 

2) Theoria motus ceorporum coelestium ps ‚Art. 178; Gauß Werke, 
Ba. 7; Leipzig 1906, 8.245. 
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reihe mit = h, und für das Intervall von 0 bis +n. Durch die Substi- 
tutionen yx=2£,, hy = 2, gehen diese beiden Integrale über in | 
hd ha} 


RE a fe 
w = — jede, Ws — 
1 Vr, 17% 2 il 
) [B) 


eds; 
daher wird w, = 10, ‚fallsh$= ha ist. Wird diese Beziehung ange- 
nommen, so ist die Wahrscheinlichkeit für das Auftreten eines dem 


Intervall von Q bis & bei der ersten Beobachtungsreihe angehörigen | 


Fehlers gerade so groß wie die Wahrscheinlichkeit für das Auf- 
treten eines dem Intervall von O0 bis n angehörigen Fehlers bei der 
‚zweiten Reihe. Je größer nun &, verglichen mit 7, bei einer will- 
kürlich aber fest gewählten Wahrscheinlichkeit w, = %, ist, um so un- 
genauer ist die erste Beobachtungsreihe, verglichen mit der zweiten: oder 
m. a. W. um so genauer ist die zweite Reihe, verglichen mit der ersten. 
Für &E>n ist aber auch ,>h,, daher ist die Genauigkeit propor- 
tional zu der in der Funktion (x) auftretenden Zall %, diese Zahl kann 
somit in der Tat als ein Maß für die Präzision der Beobachtungen an- 
gesehen werden. 

Einen Ausdruck, der die Größe h in ihrer Abhängigkeit von den 
begangenen Fehlern x,, 2,,... x, darstellt, gibt Gauß?) in der Gestalt 


BED n > 
ea 


wo # die Anzahl der Beobachtungen bedeutet. F. Hansdork? ?) findet, 
daß das Präzisionsmaß A rund der reziproke Wert derjenigen Zahl ist, 
die von 16%, der beobachteten Fehler überschritten, von 84° nicht 
erreicht wird. 


15. Auf das in Aufg. 12 berechnete Integral 


1= feraz= + 4 ya 
0 RR ER, 


Be Mn 


zurück durch die Substitution ve ai 


fübre man 


1) Bestimmung der Genauigkeit der Beobachtungen, Art. 3, Zeitschrift für 
Astronomie, Bd. 1 (1816): GauB Werke, Bd. 4, Göttingen 1873, 8. 111. | 

2) Berichte der Gesellschaft der Wissenschaften zu Leipeig, math. Be 
Klasse, Bd. 58 (1901), S. 164—166. ES‘ 


rl u Dh A nd RT ha ER FEN Bla EB Va En Eat Sie LEER 
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Hier wird In = - A, de=— 2ze"” de, daher 


0 
n=[- 2e”’de=+Yn. 


16. Die Formel ” / 


2 


dadurch zu isch dB man bei dem in Aufg; 12 berechneten Integral 


Jr eur: 


x? durch x ersetzt. 
17. Setzt man in dem Tnkegrel von Aufg. 13 die Größe b = 0 und 
erstreckt man die Integration von 0 bis oo, so folgt 
Pra-2) 
RAN 
v e 
Aus dieser Formel leite man durch Differentiationen nach dem 
Parameter a andere Formeln ab. 
Zunächst folgt 


Ks 


e 1 Yar 
fre*7as == PL) Vx, 
; 9 © 
‚ aledann 


Srer7as = a VR; 
s 

allgemem wird 

ie 1.3-.5...@n— 3). 

je de= ee ya, 

[1 \ 
won eine ganze positive Zahl ist. 
| 18. Die Ainetische Energie ( Ihenine Kraft) e einer Masse m, die 
sich mit der Geschwindigkeit % bewegt, ist bekanntlich 3mu?’. Man 
bestimme hiernach die gesamte kinetische Energie 7” der geradlinigen 
Bewegungen der in der Volumeinheit enthaltenen n Moleküle eines 
Gases, wenn die Anzahl dn derjenigen Moleküle, deren absolute Ge- 


schwindigkeit einen zwischen u und u + du gelegenen Betrag hat, durch 
das Maxwellsche Verteilungsgesetz (vgl. Aufg.. 27, 8. 72) 


(1) dn = Ber e "udu 
id cyr% 
gegeben ist, 
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Die gesamte kinetische Energie T’ der geradlinigen Bewegungen Ne 
aller n Moleküle ergibt sich, wenn man dn mit mu? multipliziert und 
alle diese Produkte addiert, d. h. über 3mu?dn von u= (0 a u=w 


ARreRN: ‚Man N 


| 2mn 2 ir 
L2):. en 
| 3 u » \ vr 2 
oder (nach Aufg. 17) | 
(3) T- Zmnd= Me, 


wenn M die Gesamtmasse mn der in der Volumeinheit enthaltenen 


Moleküle bedeutet. Umgekehrt folgt 


a ea 


Sind %,,%,...u, die Geschwindigkeiten der einzelnen Moleküle, 


so ist die kinetische Energie: | 
mt +), 
und bei Einführung des Mittelwertes £? der Quadrate der einzelnen 


Geschwindigkeiten: 


(5) a ei en 


” > 

wird 7’= 3mnÜU°= 3 MU?, daher ergibt sich mit Rücksicht auf (3): 

Wi: | ge | 
Wir haben vorhin nur von der kinetischen Energie der geradlinigen 


Bewegungen der Moleküle gesprochen; in Wirklichkeit hat jedes Molekül 
noch eine innere-Energie, nämlich die lebendige Kraft der Schwingungen, 


die die Atome des Moleküls ausführen und etwaiger Rotationen des 


Moleküls. Nach den Anschauungen der kinetischen Theorie der Gase 
ist die vorhin bestimmte kinetische Einergie 7’ der absoluten Tempe- 
ratur T des Gases proportional, und zwar findet man die Beziehung‘) 


(7) T'-1MU!-ERTG, 


‚wo R die nenne Gaskonstante (vgl. Teil I, S. 39, g is Beschleu- 
nigung der Schwere und @ das Gewicht Mg "bezeichnet. Aus dieser 


Gleichung folgt übrigens die zur Berechnung von U Bi a | 


chung 


(8) us RTg. 


r—— 


1 Vgl. z.B. H. Lorenz, Technische Wärmelehre, München und Benin & 


1904, 3. 14. 


Mittlere Geschwindigkeit der Gasmoleküle. 9535 


Mit der Größe U, die nach (5) die Quadratwurzel aus dem Mittel- 
wert der Quadrate der einzelnen Geschwindigkeiten der n Moleküle dar- 
stellt, ist der früher (S. 72) bestimmte Mittelwert u, der Geschwindig- 
keiten nicht zu verwechseln; es wurde gefunden 

2c 


9) | m, 
(9 ee 


IT 


und wenn man für ce den Ausdruck @) einführt und die Gleichung (7) 
beachtet, ergibt sich 


(10) u,-4 


an 
Ti er 


Wie man sieht, besteht zwischen U und «,, die Beziehung 


11 een 
(11) ve: 


Bei Anwendung der Gleichung (8) auf Wasserstoff, für den die 
Gaskonstante gleich 422 ist, findet man bei einer Temperatur von OO 
(also 7 = 273) mitgy = 9,81 für U. den sehr großen Betrag von 1841 m/sek; 
ferner wird u,= 1696 m/sek. 

Bei der atmosphärischen Luft ist R = 29,27 (vgl. Teil I, S. 34); 
man findet U = 485 m/sek, u, —= 447 mj/sek, falls T’ = 273 ist. 

‚Infolge zahlreicher Zusammenstöße mit anderen Molekülen werden 
natürlich nur sehr kleine Strecken mit diesen großen Geschwindigkeiten 
BnEr Beleg, Strecken, die durchschnittlich etwa der Größenordnung 
 üong am entsprechen. ı) 

Die Formel (8) läßt sich auch noch in der Gestalt 


| ale 
day  U- 485 Vz; 


schreiben, wo y das spezifische Gewicht des Gases bedeutet, bezogen 
auf das spezifische Gewicht der atmosphärischen Luft als Einheit.?) 
Für die Gaskonstante R hat man nämlich, wie aus der in Teill, 8. 34 
mitgeteilten Berechnung der Gaskonstanten für u (29,27) harvorgätt, 


allgemein den Ausdruck 
10333. 0,7734 _ 29,27 


ea, 
1) Vgl. z. B. W. Nernst, Theoretische Chemie, 7. Aufl., Stuttgart: 1913, 
S. 205— 207. 
2) Vgl. R. Clausius, Kohabdlcnson über die mechanische Wärmetheorie, 


9, Abt Braunschweig 1867, S. 255; R. Clausius, Die mechanische Wärme- 


theorie, 3. Bd., Die kinetische Theorie der Gase, hregg. von M. Planck und 
SG, Pulfrich, 2. Aufl. Braunschweig 1889—1891, S. 34. 


Lu 
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‘daher wird 
v "ya 292779 VE 3.29,27: IE 
er, BIEY SEN, Be 
Hier ist nun Y3 - 29,27. 273g — 485 der Wert von U für Luft von 
0°C, es folgt also ın der Tat 
ig sy 
Daß u, <U sein muß, zeigt übrigens auch eine schon in Teil I, 
S. 141 abgeleitete Ungleichung; bei Anwendung auf den jetzt vor- 
liegenden Fall ist hiernach für % > > | 
(Mt Ei) < a 


Setzt man k = 2, so ergibt sich u? < U? also u, <T. 

19. Bei einem an zwei Stellen A und B horizontal . 
Balken, der kontinuierlich belastet ist, wie Figur 24, 3. 36 zeigt, ist das 
dem Querschnitt Q mit der Abszisse x zugehörige Biegungsmoment M, 
nach Gleichung (5), S. 36 gegeben durch 


(1)  M,= Aa — a) L - Had)ak. 


Es ist zu zeigen, daß man durch Differentiation dieses Ausdrucks 
nach x die dem Querschnitt Q entsprechende Querkraft V, erhält. 
Schreibt man die Gleichung (1) in der Form 


= | x 
M,— Ale a) nfa(e)ds + fEa(e)ak, 
so folgt nach Regel 1, 8. 221: s | 


er -fa9a - zul) + 240) - a jaHdE, 


und dieser Ausdruck a nach Gleichung (4), S. 36 tatsächlich die dem 
Querschnitt @ entsprechende Querkraft V,. 

20. Unter den Voraussetzungen von Aufg. 19 ist zu zeigen, daß 
man durch Differentiation der Querkraft V_ nach x die mit dem Faktor 
— 1 multiplizierte, der Stelle x entsprechende Belastung erhält. 

Aus 


v,— 4 - fa@at 
folgt nach Regel 1, 8: 221: e 


dv, dem, 
ae 1 
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21. Man bestimme das a 


In i+ua) } 
12° 


indem man J zunächst nach « ri wird alsdann das in — 


noch verkommende Integral mit der Integrationsveränderlichen x be- 


rechnet und hierauf 2 nach «& integriert, so ergibt sich J. 
Nach Regel 8, 8. 222 ist 


dI lite) + fait zdx 
da : 1kad d+ex)(i+29)? 


und. wenn man auf das noch vorhandene Integral eine Partialbruch- 
zerlegung anwendet, folgt 


zdx . NER, c+a. @ 
Sr 21H »/H aa 1 Br 
ö 


; n s | s =o 
= else +2) +aarctge—In(l+a2)|_, 


nn a 1 arcige — Ind as eR)}, | 
daher 
X de i In(1 + «°) 
ee Ir — arctig a Se Er 
und 


l 
ee TEE 


Durch Anwendung der Methode der teilweisen Integration erhält man 


J=arctga-in(l + 02) — eg a+,, N da+l 


oder 
J= -f a) ds=— artge-m(i+aN)+Ü. 
Da für «= 0 auch J=0 ist, ergibt sich C = 0, somit schließlich) 


l 
f al dg = Feige, In(1-+e?). 
Li) 


nn 


1) Vgl. E. Goursat, Cours d’analyse mathömatique, Bd. 1, Parie 1902, 
8. 394. | | 


Dingel dey: Differentiel- u. Integralrechnung. IL 3. Aufl. 16 
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22. In dem Integral N 
I=/[f(@, a)da 


seien die Integrationsgrenzen sowie der Parameter « Funktionen eines 
| i dad ; 
anderen Parameters A; man bestimme Fr 
Man erhält 


dJ BJdu ,2Jda ,öJde 
ar — Du di T da di ' duah 
oder mit Rücksicht auf ae 31 und 2: 
a. Ya, 
3 7 la de, 


Diese Gleichung ist etwas allgemeiner als die in Aegel 3 ange- 
gebene. 


8 14. 


Die Eulerschen Integrale erster und zweiter Gattung. 
(Beta- und Gammafunktionen). 


1. Als Eulersches Integral erster Gattung oder Betafunktion ” bes | 
zeichnet man den Ausdruck 


B(p, q) = — 2 -!dz, 


woe»>0undg>ö0 ist. 
2. Als Eulersches Integral zweiter Gattung oder Gammafunktion?) 
bezeichnet man den Ausdruck 


F(p) — ferrar-1de, wo »>0. 
0 


1) Die Bezeichnung: integrale Eulerienne de la premiere espece stammt von 
A. M. Legendre, SÜxereices de caleul integral, Bd. 1, Paris 1811, 9. 222; 
. Eulers erste Untersuchungen über diese Funktionen finden sich in den Com- 
mentarii Academiae Petropolitanse Bd. 5, ad amnos 1730 et 1731, Petersburg 
1738, S. 40; vgl. ferner eine Abhandlung in den an Commentarii Academiae 
Petropolitanae, Bd. 16, (1771), Petersburg 1772, 8. 91. Die Bezeichnung Beta- ° 
funktion stammt von J. Ph. Binet, Journal de T'ole Polytechnigue, cakier 27 
(1889), 8. 131. | 
2) Die Bezeichnung intögrale Eulerienne de la seconde espece und das Zei- Be 
chen [ stammt von A. M. Legendre, M&moires de l’Institut de France, (1809) 
Paris 1810, 8. 477; Exercices de calcul integral, Bd. 1, Paris 1811, 8. 276f. 
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3. Bereits in Aufg. 18, S. 108 wurde unter der Voraussetzung, daB ° 
p und q ganze positive Zahlen sind, die Formel | 


® 1 ® 
A a DB „e-d!au= 1)! 
ED Fe da TE 


Q 
gefunden, und in Aufg. 2, S. 223 unter der Voraussetzung, daß p eine 
ganze positive Zahl ist, die Formel 


F(p) fear de pl)! 
%) 


Insbesondere ist übrigens zu merken F(l) = 1; 
Im folgenden müssen aber p und g nicht ganze positive Zahlen 


"sein, sondern p und g sollen jetzt irgend welche positive Zahlen sein. 


Beispiele. 


1. Mit Hilfe den Substitution <= 1 — z beweise man die Formel 


: “in 
Je-a — ei T!dr - /m-1(1 — ı)P!dz, 
6 | 0) | 


d.h. | 
B(p, g) = Bla, P). 


2. Mit Hilfe der Substitution x—= 2: (1 + 2) die Formel 


Br, g= fe ii rıdı= - ir 


zu beweisen, aus der nach RE, 1 no 


@ . 


Palme 28 . 
ram 1 [ahnen 


folgt. 


w 


Euler behandelte dieses Integral in seinen Institutiones caleuli integralis, Bd. #4, 


' Petersburg 1794, 8. 337 (nach einem Manuskript aus dem Jahre 1781). Nähere 


geschichtliche Bemerkungen über die Beta- und Gammafunktionen findet man 
z.B. bei N. Nielsen, Handbuch der Theorie der Gammafunktion, Leipzig 1906. 
Außer diesem Werk seien für die Theorie der beiden Funktionen noch ge- 
namnt J. A. Serret, Lehrbuch der Differential- und Integralrechnung, 4. und 5. 
Aufl., bearb. von G. Scheffers, 2. Bd. Integralrechnung, Leipzig und Berlin 
1911, 8. 196— 263; J. Thomae, Vorlesungen über bestimmte Integrale und die 
Fourierschen Reihen, Leipzig und Berlin 1908, 8. 133 bis 161; G. Lejeune-Di- 
richlet, Vorlesungen über die Lehre von den einfachen und mehrfachen be- 


# ‚stimmten Integralen, hregg. von G. Arendt, Braunschweig 1904, 8. 100—124 


und A einigen anderen Stellen. 


16* 


a Baer Tel N ION a hr Va E10 007 0 a RL a a ahnen 0009 har 1ER 5 BEN TREE FE ie Ba ta 
NER eN, MEN ATS RN hu ha [in Ne a SRH BI INTRO a A Vet ER Klin 
1 Tann N RE { ® R x ; ! h 
1 1 N 
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3. Die Formel 


ka Reh 
M' B(p ’ = “A er 
0 
zu beweisen. 
Nach Aufg. 2 ist 
zei amt 
2B(p, 0) "az ne da. 


De: Integral läßt sich als Se zweier anderen Integrale mit dest 


selben Integranden schreiben, von denen das eine die Grenzen O0 und 1, 


das andere die Grenzen 1 and Se hat. Das letztgenannte, geht Na 


durch die Substitution %=1:2z in das erste über, es ist somit 


ff ie Se le a 


rap 4 ara 


4. Mit Hilfe der Methode der teilweisen Integration soll die Formel 

| Kp+l)=pllp) 
bewiesen werden. | 

Man hat nach Regel 2 

T@+1) fe -zgPde, 
und hieraus folgt 
FKp+1) =— e* 20] + li errrride. | 

Das erste Glied der rechten Seite dieser Gleichung verschwindet, da p 
eine positive Zahl ist (vgl. Teil I, S. T1L£., Regel 1 oder 2). 

Offenbar ist auch | 

"P+D)=-rPß -DR—-2)...(p-Klp-—h), | 

wop-—-k>0 sein muß. Fe 

5. Wenn man in der Formel | 


Fo) = ferrar-tdz, p>0 


an Stelle der Veränderlichen z eine neue Veränderliche & durch die Sub- | 


stitution z= za, de,= zda einführt, erhält man leicht die Formel 


(di) 


. [.) 
— ee. gprl.dus 
or Narde 


3 r Der Be x 
BEE ES > 


DE Da ah I 2 aa lan Bozen DaB BER a A ET 
, 
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andrerseits ist | Ü | | 
£ % had Re EBEN 
(2) (9) - fer 211de et dx. 
6 N) 


Man soll nun in das letzte Integral für E den durch (1) gegebenen 


Wert eintragen, ferner unter Benutzung von Regel 5, $. 222 die Inte- 
gration in bezug auf x ausführen und hierdurch die Formel 


"Sch For 
Den... Or 
ableiten. 

Man erhält zunächst _ 


ORIry ul foren ik 


>} © 


en 
zu —— -(i+o)z, a+rp-1 p-1, 
nf f ig de) % ge 
| ö ö | 
woraus sofort 


rw rg) frauen: B(?,q) 


hervorgeht (vgl. Aufg. 2, S. 239). Diese Formel zeigt wieder, daß die 
Funktion B(p,g), wie schon in SUB, 1, 8.239 bemerkt wurde, in» 
‚und q symmetrisch ist. 

6. Mit Hilfe der Formeln 


Flip) -r | 
| er und F(p+1)—»pf(p) 
soll die Gleichung 
Bp+l,g=- B(p,q) 


bewiesen werden. 
7. Die Formel 
o)TA-)-Bn1-D- om (<<) 
zu ‚beweisen unter Benutzung der in Aufg. 5 abgeleiteten Formel und 


des Ergebnisses von Aufg. 34, 8. 142. 
In Aufg. 5 ist q durch 1— p zu ersetzen; alsdann wird 


| \ I 
(Regel 3, 8. 239), somit | 
ER F(p)-.T(ı —Pp) m; B(p, N —p), 
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wofür nach Aufg. 2 das Integral 


oo 


: zp-! 
Je rg 0% 


. } 
J 


gesetzt weiten kann; dieses wurde in Aufg. 34, 3. 142 bestimmt Br 3 


gleich m : sin (pr) gefunden. 


8. Man ge sich klar, daß aus der adeben Aug eloiveien Formel 


im Falle p =+ die Gleichung 


Y)=-+ Vr 
hervorgeht. 


Bei Gelegenheit dieser Bestimmung von T (4) möge noch bemerkt 


werden, daß sich die Funktion Inf(1-+p) in eine unendliche Reihe ent- 
wickeln läßt, die für |p| <1 gleichmäßig konvergiert und zur Berech- 


nung von Inf(1--9) benutzt werden kann. Näheres hierüber findet | 


man in den ausführlicheren Lehrbüchern.!) — Einige Werte von T(p) 
für das Intervall von F(1) bis F(2) sind am Schluß dieses Paragraphen 
in einer Tafel zusammengestellt. Diese läßt sich natürlich auch zur 


Berechnung solcher Funktionswerte benutzen, deren Argument größer 


als 2 ist, denn nach Aufg. 4 ist z.B. / 
r (4,35) = 3,35 : [ (8,35) = 3,35 - 2,35 - 1,35 - T(1,35). 


Auch die Funktion B(p,g) kann in eine unendliche konvergente 
Reihe entwickelt werden.?) 


9. Die in Aufg. 12, 8. 227f. bewiesene Formel 


Sera - +4Ya 
6 Y | 
soll nun mit Hilfe von 


ro) [erttentdt 
0 


abgeleitet werden, indem man t= 2°, p=+ setzt und FÜ)=+Yx 
berücksichtigt. 


1) Vgl. z.B. J. A. Serret, Lehrhueh der Differential- und Tnlegraltechnung‘ 


4. und 5. Aufl., bearb. von G. Scheffers, 2. Bd. Integralrechnung, Leipzig und 


Berlin 1911, S. 208—214 (Nr. 508-505); J. H. Graf, Einleitung in die Theorie 


der Gemmafunktion und der Eulerschen Integrale, Bern 1894, S.46f.; N. Nielsen, 


fa; 


Handbuch der Theorie der Gammafunktion, Leipzig 1906, 8. 8712. I such a 


H. Burkhardt, Comptes rendus de l’academie de Paris, Bd. 156 (1918), S. 1212. 


8. 546 8. 


2) Vgl. E. "Catalan, Comptes rendus de l’acndemie de Paris, Bd. 47 (80) ne, 


Integrale gewisser trigonometrischer Differentiale. 943 
10. Aus der zur Definition der Betafunktionen dienenden Gleichung 


1 
| B(p, 9) -— (a1 — z)7!dz 
3 v 
soll die Formel | 


zn 
m+i n+1 i 
feinne co®rzdz = Is reine ), (m+1>0,2+1>0), 
N) Br 0} 


abgeleitet werden, indem man «—sin?s und 2p—1I=m, 29—1=n setzt. 
Man. erhält zunächst für p>0, g>0: 


1 


7” 

en B Fip)- Tg) 

eh sp—i 29-1 un N 

B(», 0) 2 fin 2 costı1g da org’ 

Insbesondere wird 
KR 8 a 
r Me riet). +7) ) Ken) 
sint2.dg = f eo r2zdz = ee ” 
: | s era: Di a ah Ya. Te 
(m +1>0). 


Diese Formeln sind Verallgemeinerungen der Formeln in Aufg. 87, 
S. 103f. und Aufg. 76, 8.99, bei denen die Exponentem von Sinus und 
Kosinus ganze positive Zahlen sein mußten. 


11. Die Richtigkeit der Gleichung 
1 1 i 


dz 


; Vi- x 


mit Hilfe der Substitution x? = z zu beweisen. 


Folgt auf Grund der Definition der Betafunktion in Regel 1, 8. 238. 
Für m = » erhält man insbesondere 


n? m 


“ / 1— x 
(vgl. Aufg. 5 and T). 
12. Im Anschluß an 1 Aufg. 11 bestimme man 


(en 


RD ET RE Rn A aA ER Br 


244 s 14. Die Ealerschen Integrale rule nd zweiter Gattung. | 


Offenbar ist Ä | 
A\,.rfı 
j_! B(t A ann 


ne Re 4 rd) 


Mit Hilfe der Ergebnisse von Aufg. 7. und 8 kann hierfür 
ı Ir)" 
J=-7 an 
gesetzt werden oder auch, da (4) =4T‘(8) ist, 
ar, 
Var 


Bei Benutzung der Tafel auf S. 245 findet man J= 1,31103. Vgl. 
auch Aufg. 14. 


13. Das Integral 
1— ee 
-f v3 + rn 


soll mit Hilfe der Substitution z = gi auf die Differenz zweier Beta- 
funktionen zurückgeführt werden und alsdann soll man mit Hilfe der 
in Aufg.5 und 8 bewiesenen Gleichungen zeigen, daß 


TE tklı -))” zy22 


— Inne 


syar 9)’ 


ist. r 
Man erhält zunächst 


1 1 ö i i 
BR a, nt A 
if; Vena fs 1-5: ae *.de 
% nt & | 


Ne 
"?.ds—t fr %-0) DE @» 
& a 
14. Das Integral | Be 


i # 
ferma-an de 
soll durch die Substitution 2” z auf eine Beisfunktion zurückgeführt 
werden. 


Man erhält | | 
cafe u-mma-zale 4): 


BRNO 


1) A, Ale 
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Auch mit Hilfe dieser Formel läßt sich Aufg. 12 a man hat 
in dem bei Aufg. 14 vorgelegten Integral p=1, m=4, q9—! zu setzen. 


15. Zu zeigen, daß das Integral 
F(p) = Jeror-taz 


mit Hilfe der Substitution "= 2, © — In-- in die Gestalt 


1 
(ne f (nt "ae 
! ae ; 1) 
übergeht. 


Wir stellen noch die auf sieben bzw. sechs Dezimalstellen be- 
rechneten Werte von logl’(p) und von F'(p) für mehrere zwischen p=1 
und p=2 gelegene Argumente in einer Tafel zusammen’): 


ESEL TE EEE ET TELETEIE TEE TEEIETETE EEE TER TESTER BETEN EEE 


‚F(® p 


— 

|» | ker@ | er@ | 

j ONE SEEN 1a ra BES FERTER Bas see Te want m Seren mc —— 

1,00 | 0.000000 | 1 = 
106 | 0,9883379—1 0,973504 1,55 | 0,9488874—1 0,888868 

| 110 | 0,9782407—1 0,951359 1,60 | 0,9511020—1 0,893615 | 

| 115 | 0,9698007—1 0,933049 1,65 | 0,9542989——1 0,900117 

1,20 | 0,9629225—1 0,918169 1,70 | 0,9583912—1 9,908639 

| 125 | 0,9573211—1 0,906402 1,75 | 0,9633451—1 0,919063 
1,80 | 0,9530203—-1 | 0,897478 1,80 | 0,9691287—1 0,931384 

| 1,385 | 0,9499515—1 | ” 0,891151 1,85 | 0,9757126—1 0,945611 
1,40 | 0,9480628—1 0,887264 1,90 | 0,9830693—1 0,961766 

| 145 | 0,9472677--1 0,885661 1,95 | 0,9911732—1 0,979881 

ı 1,50 | 0,9476449—1 | 0.886227 | 2,00 | 0,00u0000 1 


erechadnaen des Inhalts ebener Flächenstücke (Quadratur), 


8 15. 


Schon in den Paragraphen 1, 3, 4 und 6 wurden Aufgaben über den 
Inhalt ebener Flächen gelöst. Doch kam damals nur die folgende Regel 
in Anwendung (Regel 6, 8. 2): 
1. Die ebene Fläche, die durch einen oberhalb der x-Achse stetig 


verlaufenden Bogen P, P, der Kurve y= f(x), die Ordinsten der Eind- 
punkte P,, P, und das zwischen den Fußpunkten z=a und z=b>a 
1) A, M. Legendre hat die Werte von lög l(p) für das Intervall von p = 1 

bis 9=2% auf 12 Dezimalen berechnet, wobei die Werte von p um .„.,, fort- 
schreiten (Exercices de calcul iutegral, Ba. 2, Paris 1817, 8. 85—95). Vgl. auch 
E. Jahnke und F. Emde, Funktionentafeln mit Formeln und Kurven, Leipzig _ 
und Berlin 1909, S. 29-31. 
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dieser Ordinaten liegende Stück der Abszissenachse rn wird, hat 
den Inhalt | 


(1) #- je de. 
Bei schiefwinkligen Kool mit dem Achsenwinkel ® wird 
i b 
(2) | F= sin off) de. 


Wir fügen nun noch weitere Regeln hinzu. 


2. Ist.die in Regel 1 vorkommende Kurve durch eine Parameter- | 


darstellung | 
s=o(Ü), y=vÜl) 


gegeben und sind i,,t, die Parameter der Punkte P,, P,, so trieb an Stelle | 


von (1) die Formel 
(3) F- f MOL-AOLTE 


3. Werden die Punkte P,(z,,y,) und P,(z,,y,) der. Kurve y=f(x) 
mit dem Koordinatenanfang O durch die Radienvektoren OP, und OP, 
verbunden, so ist der Inhalt $ des Sektors P,OP, mit Hilfe 3a Fortudl 


(4) 8-4 [(ady— yda) 


zu bestimmen. Je nachdem man bei dieser Integration x oder y als 
Integrationsveränderliche benutzt, sind die Grenzen x, und x, oder 
y, und %,. 

Ist der Radiusvektor OP, so zu OP, gelegen wie ei positive Rieh- 
tung der x-Achse zur positiven Richtung der y-Achse, so ergibt sich 
für 8 ein positiver Zahlenwert, im entgegengesetzten Falle ein ae 
tiver Wert. 

Bei einer durch 2= p(f), y= »y(f) gegebenen Kurve ist 

7 R | 
(6) s-1 (Wu) ui) g@)at 
& 


mit en. Vorzeichenregel. 


4. Der Flächeninhalt des Sektors P ‚OP, der durch die Radien- 
vektoren OP,, OP, und den Bogen P, P, einer durch ihre Gleichung 


in ee Y- lo). görahetlen Kerr begrenzt wird, ist 


Ra 
; y: 

(©) s-/Zas, 
Ä I 


NE nl RE Spa Ka ET Se BERGE Ba ad ge a 


'Flächeninhalt der Zykloide und der Ellipse. 347 


wobei #, und 9, die zu P, und P, gehörigen Polarwinkel bedeuten. Der 
Zahlenwert S wird positiv: oder negativ, je nachdem beim Durchlaufen 
des Kurvenbogens von P, ın der Richtung nach P, der Polarwinkel $ 
wächst oder abnimmt. 


Beispiele. 
1. Die Fläche der gemeinen Zykloide 
z=alt—sint),, y=a(l—cost) 


zu bestimmen, die zwischen der &-Achse und demjenigen Zykloiden- 
bogen liegt, der dureh einmaliges Abrollen des die Kurve erzeugenden 
Kreises entsteht (vgl. Fig. 35 ın Teil I, S. 98). Das Intervall von £ er- 
streckt sich daher von O0 bis 2x. 

Man findet | 


F= fan par = a fü 2 cost + cos’t)dt 


oder (vgl. Aufe. 41, 8. 85) 
F=aft — 2sint +4 t+4sin2t) 7," —3a’z, 


die Fläche ist dreimal so groß wie der Inhalt des rollenden Kreises. 
2. Man bestimme die Fläche der Ellipse 2=acost, y=bsint für 
das Intervall von i, bis £ Ä 


F=— nn sin’tdt= — ab 13 —4sin2t),, 


vgl. Aufg. 42, 8. 85. | 

Das im ersten Quadranten des Koordinatensytems gelegene Flächen- 
stück der Ellipse erhält man für 
ı=$%7, %=0; man findet hier- 
für +abx, der Inhalt der ganzen 
Ellipse ist daher RE = abn. 

3.. Den Inhalt der Fläche zu 
bestimmen, den die Evolute der 
. Ellipse (Fig.48)2=a cost = —bsint 

einschließt. 
| Für die Evolute der Ellipse be- 
steht nach Teil I, S. 156 die Para- 
a 


Se 
u Z not, y-=—- sin®t, 


woc-Va— Z die lineare Exzentrizität der Ellipse bedeutet. Für 
das im ersten Quadranten des Koordinatensystems gelegene Flächen- 


{ 


BE EV A I A Fl BT ud ZT a Rn u De DE TE a ; 0 hf Brn., % 
2 "y ) n PN A { 
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stück der Evolute, das den vierten Teil der gesamten. Eaone F bildet, 
findet man 


ER 
IF- 2 fintıe cos’tdt = ei int ei sine t) dt 
“3 


3” Ne 


oder nach Aufg. 76, 8. 99%): 


i 3c* /3-1 5:3.1\ Sch 3ctx 
a ab W543) 7 "mar a 


der ganze Es; F beträgt daher drei Achtel des iuhale eines Kreises 
P z vom Radius ce: Yab. 

4. Wie groß sind die Inhalte = beiden Sek- 
toren, die entstehen, wenn man die Punkte P, PR 
der Ellipse in Aufg. 2 durch Radienvektoren mit dem 
zZ Mittelpunkt O der Kurve verbindet? 

a Für den Sektor P,OP,KP, (vgl. Fig. 49) findet 
man nach (5) in Regel 3: 


für den Sektor P,LP,OP;:° 

| 27+t, < % 
b Bra: 

5-2 a2 @n+u-2. 


tz 


5. Den Inhalt ./ des Hameren Be zu Hat, das durch 
die Gerade >“ +3y— 14- OÖ von der Ellipse. 


3y° 
=+% N 


„ abgeschnitten wird (Fig. 50). 

Die Schnittpunkte P,, P, der Geraden mit 
..der Kurve haben die Konrdinkten zsel,y,=3 
bzw. 23 = 4,9 = — 2, wie man leicht aus den 
Gleichungen der Geraden und der Ellipse findet. 
Die zu P, und P, gehörigen Parameter i,, , erhält man mit Hilfe von 
= + v8 cl, y= +YV3 sin t, und zwar wird XL — 790624”, 
= — 40°53’40” oder in Bogenmaß t, == 1,38068, L = —(), 11374. | 


NEE Ar 3 


Fig. 50. 


1) Der. im ersten Quadranten des Köosiinntle gelegene Eroluten- 
bogen gehört zu dem im vierten Quadranten gelegenen Ellipsenbogen; die Inte- 
grationsgrenzen sind daher zunächst $r und 2x, lassen sich aber durch & und I= 2 

ersetzen, wie man leicht einsieht. : 
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' Der Inhalt y2 de Segmehis ist, wie die Figur zeigt, gleich der 
Difsrenz der Inhalte des Sektors P, op, AP, und des Dreiecks POP, P.. 
Für den Sektor findet man nach Aufa) 4: 


x 


U, fe ER 4 : 2,09442 — 16,929. 


Das Dreieck P,OP,P, ist aus den beiden Dreiecken OQP, und 
OP,Q zusammengesetzt, die die Grundlinie OQ = “4 gemeinsam haben, 
älrend ihre Höhen mit den absoluten Werten der Ordinaten von P, 
und P, übereinstimmen. Daher wird 


J = 16,929 — 4($ +3) = 9,929. 


6. Den Flächeninhalt der Ellipse 
| Ar+2By+oyal 


zu berechnen; dabei ist zu beachten, daß diese Gleichung, wie in der 
analytischen Geometrie gezeigt wird, nur dann eine reelle Ellipse dar- 
stellt, wenn AU — B?> 0 ist und’die Koeffizienten A und (, die infolge 
der soeben angeschriebenen Ungleichung Zahlen von gleichem Vor- 
zeichen sein müssen, beide positiv sind. Die Aufgabe soll durch Ein- 
führung von Polarkoordinaten vermöge der Gleichungen 2 =rcos®, 
y=rsin® gelöst werden.) 
Die Gleichung der Ellipse in Polarkoordinaten Ei. 


e i 
(1) Sr yes Per wen arg 
A co’ + 2Bein®cos® + Osinis’ 


der Flächeninhalt der Kullvo wird daher nach Regel &: 


7 füae- Er | ds | 
— 2,J Zcos’# +2 Bsin®cos9® + Can!d 
() 


Dieses Integral kann nun in die Summe J, + J, zweier anderen zer- 
legt werden, von denen das eine J, die Grenzen O und x, das andere J, 
die Grenzen m-und 2x hat; der Wert J, ist aber gleich J,, wie sich 
leicht zeigen läßt, wenn man in J, die Vernderliche # durch $® + x 
ersetzt, Daher wird N 
Bu} 


En | ds 
(2) Er Ac0??-+2B sin 9 c0os® + Csn’® 
0 


i) Vgl. zu dieser Aufgabe Ch. Hermite, Cours professe, rödige par Andoyer, 
8. Aufl., Paris 1887, S.14—15; Cours d’analyse, Bd, 1, Paris 1878, 9. 394—396. 
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' Integrale solcher rationalen Funktionen von sin $ und cos #, die | 


sich nicht ändern, wenn man $ durch ® + x ersetzt, wurden schon in 
_Aufg. 25, 8. 117 betrachtet, und es wurde dort gezeigt, daß der Integrand 
bei diesen Integralen durch die Substitution tg$ = z in eine rationale 
Funktion von z übergeht. Im vorliegenden Falle ergibt sich 


dz 


“B). de OSB TUE 


Die den früheren Grenzen $=0 und #—=x entsprechenden neuen 
glauben, der Wert des Integrals sei Null. Diese Fol- 


gerung ist aber falsch: man muß beachten, daß die 
Funktion z=tg® an der Stelle $ =} unstetig wird, 


— 00; man hat daher das Integral (2) in die Summe 
zweier anderen zu zerlegen, von denen das eine die 
Grenzen 0 und 4, das andere die Grenzen $x und x hat. Nun ist aber 


Fig. 51. 


TE 


dd : 49 
vor co8?9-+2 Bsind cos + Can’ & c08?9 +2 Bsin®cos® +-Csin!d’ 
7” ö a Ä 
wie sich leicht ergibt, wenn man in dem Integral der linken Seite dieser 

Gleichung ® durch 9 + x ersetzt; daher wird 


Eu 
3 +8 
® 


7. dY le ae 
} Acos’# +2 Beindcos# + Cents | Be 


; 


Nun wird #=tg® innerhalb der Integrationsgrenzen nicht mehr un- 


stetig. Nach Aufg. 4, 5. 113 erhält man 
[are tg 0z+-B » ER 7 | 
| LA Te L ao | a +VAc-Bi 
7. Den Sektor OAPO — 8 der gleichseitigen re | 
z=6&olt, y-Sint 


zu berechnen. Dabei sei A da Scheitel der Kurve, der mit P auf 
demselben Zweig liegt (Fig. 51). Man findt S=3t. 5 
Hieraus ergibt sich eine einfache geometrische Bedeutung des Para- 


| meters £, er ist doppelt so groß wie der Inhalt des Sektors OAPO der | 


gleichseitigen Hyperbel oder so groß wie der Sektor OQAPO, wo a 
der Symmetriepunkt von a in bezug auf die Achse OA ist. 


% 
$ 
% 
5 
N 


Grenzen sind nun beide 2=( und man könnte daher 


' denn hier springt z vom Werte + co über zum Werte u 


ee er en ee 


= ar 


nr REN TONLREINE NEN EEE nat dia, SONDER A A 


 inköhrung der a Funktionen. 251 


Ähnlich wie man ‚die akehrang der Gleichungen x = cost, 
y = sin t in der Gestalt 


P 


I = arc DR t = arc sin y 


nehreibt stellen | 
t = Ur Cojr, = Ar Siny 


die Umkehrungen von OM=x=6olt, MP=y= ©int dar; dabei 
bedeutet Wr die Abkürzung des lateinischen Wortes area, auf deutsch 
Flächeninhalt. Vgl. auch 9. 145f. 

Übrigens läßt sich t auch leicht durch x und y ick Mit 
_ Rücksicht auf € = of? + Snt=x+y wird 


t-he+y)-ba+y®—-1)-hy+yyW +1). 


Man beachte überdies, daß außer den Werten von Gpjt und Sint 
auch Tgt= Gin: Coft in der Figur durch eine Strecke dargestellt 
wird"), denn bei Einführung des Schnittpunktes $ der Scheiteltangente 
und des Radiusvektors OP hat man AS:OA=MP:OM oder (wegen 
04 =]1) 

AS = Sint: Loft = Tal. 


8. Den Inhalt der von der Lemniskate r? = 2c?c0os2# (vgl. Teil I, 
S. 54) umschlossenen Fläche zu bestimmen: | 

Der Inhalt des im ersten Quadranten des Koordinatensystems ge- 
‚legenen vierten Teiles der ganzen Fläche ist nach Regel 4, 8. 246: 


1 
—n 


4 
Ra EL Pe Di 
«7 =Jedc0s29d9 50, R 
0 


der Inhalt J der ganzen Lemniskate wird daher 2c”. 
9. Den Inhalt der Kurve 


(x? + pP)? — atz? — Bey? — 0 


- zu bestimmen, die die Kur Binnkthnifse de Ellipse — en a — = 1 mit Be- 
zug auf den Mittelpunkt als Pol darstellt (vgl. Teil’, S. 62), 
| ‘Die Gleichung der Kurve in Polarkoordinaten ist 


r? = 0? c08? 9 + b?sin? 9, 


1) Näheres über die geometrische Deutung der hyperbolischen Funktionen 
und ihrer Umkehrungen findet man bei H. Wiener, Geometrische Ableitung der 
 Additionssätze für die Hyperbelfunktionen, Archiv der Mathematik und Physik, 
Bd, 17, (1911), 8. 2530 [1910]. 


TA ie a eg er N 3 Fra 100 “Er 
3 J Dib . ‘ 


_ 
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daher wird | | 2 

27 37 

I-: fon + una = 4 N 


v Fr 


10. Den Flächeninhalt J der Kurve 
; Nm Y N Luis 
w Der 
zu bestimmen, wo m und n entweder positive gerade ganze Zahlen sind 


oder positive Brüche mit geraden Zählen und ungeraden Nennern. Er- 
- füllen die Exponenten m und n diese Bedingung, so stellt die Gleichung 


(1) eine zu beiden Koordinatenachsen symmetrische geschlossene Kurve 


y 


Fig. B4, Fig. 55. 


dar, die ganz innerbalb des durch die vier Gradn z= ta, —a, 
y=+5,y=-b gebildeten Rechtecks liegt. Insbesondere im Falle 
m<i1,n<1l liegt sie innerhalb des Rhombus, der entsteht, wenn man 
die Mitten der Seiten dieses Rechtecks durch Geraden verbindet. Die 
Figuren 52—55 entsprechen der Reihe nach den Kurven mit den Glei- 
chungen: 


= t, je “ 
5 


y\* ee, (NL, [8 y 
+++ 
hier ist der Reihe nach m > 1,n> 1, dann m<1, n<1; femer 
m>i,n<1;endlih m <1, ne 

Mit Rneksicht auf die en der Kurve ist das im ersten Qua- 
dranten des Koordinatensystems gelegene Flächenstück gleich dem vierten 
Teil 4./ der Gesamtfläche. Die Gleichungen 

2 3 
(2) Em=acon”t, y-bsin"t 


2 a 
3 


94-5 
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stellen die Koordinaten eines Kurvenpunktes als Funktionen eines Para- 
meters i dar und man hat alsdann nach Regel 2, 3. 246 


A ' \ 


a a 3 ra 
)I- -f sin"t- 24 000m t-sintde= 20 sin” r.osm r.dt. 
| En ö 
Nach Aufg. 10, S. 243 ist nun 
1 r 
3 
Kur a = 1 ‚ıf@r@ 
frin” 14 6032? Hd= 5 Bir, q) on Ifoptg’ 


o 


wo » und g positiv sein müssen. Im vorliegenden Falle hat man | 
2pP—1-- +1, 22-1=- 2-1, daher p=-1 +1, g=}; 
es folgt somit | 


h } a 1 1 ab art r(+) 


Diese Formel wird symmetrisch, wenn man beachtet, daß nach 


ar 4, 3. 240 
Eee) 
ist; alsdann ergibt sich 
| ra a Ge a) Kab Tl) a 


rn mn en en 


a En nen) 
dab FÜZITLH) _ Hab B(} ı) 


Je 4ab- 


oder 


m’n 


ana N 


Die Kurven (1) sind für dis Forstwissenschaft von Wichtigkeit. 
- ©. Bimony in Wien hat nämlich darauf hingewiesen!), daß die hori- 
' zontalen Schnittflächen zahlreicher Baumstämme angenähert von Kurven 
dieser Art begrenzt werden, und wenn dies auch nicht für jede horizon- 
tale Schnittfläche eines beliebig gewählten Baumes zutrifft, so läßt sich 
doch für Bäume gleicher Art, gleichen Alters, gleicher Höhe und glei- 
cher mittlerer Stärke eine mittlere Stammform angeben. Eine einiger- 


—— 


| 4) Zentralblatt für das gesamte Forstwesen, 3. Jahrgang, Heft 6, Juni 1877. 
In dieser Abhandlung werden auch die vorhin erwähnten Typen der Kurven (1) 
näher untersucht, 


Dingaldey: Differontial- u. END I13.Auf 17 
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 maßen Ben lmäır begrenzte Schnittfläche zeigt sich allerdings meistens Bu 
erst über den Wurzelanläufen und nicht bei den stärker beasteten Stamm- 
teilen. 

Simony zeigt ferner, wie man die Gleichung der Mantelfläche eines 
Baumstammes ableiten un: wenn außer seiner Achsenlänge ! die n- 
halte von m horizontalen Querschnitten F,(k=1,2,....m) nebst deren 
Abständen von der Stammspitze $. Fehebin sind, sowie die Maximal- 
stärke (Länge der größten Sehne) eines jeden Querschnittes F,undde 
auf ihn bezogene „Formzahl“ A,, d.h. das Verhältnis des Stamm volumen 
zu jenem eines Zylinders vom Querschnitt 7), und von der Längel. 
Unter der Achse des Stammes versteht hierbei Simony die Gerade, 
die die Mittelpunkte der Maximalstärken Pr horizontalen Schnitt- 
flächen verbindet. 

11. Den Flächenimhalt eines der » unter sich N Blätter 
zu berechnen, aus denen die Sinusspirale 


Ye AT COSNY 


besteht!) (vgl. Teil I, S. 54). 


Die Hälfte 4 J desjenigen Blattes der Kurve, das die in der Rieh- 
tung & = 0 verlaufende Polarachse zur Symmetrieachse hat, liegt in dem 
Winkel zwischen der Polarachse und dem durch den Koordinatenanfang | 


unter einem Winkel # = - — gezogenen Strahl. Daher wird 


1 
2 
1-[? cos"nddB, 


und dieses Integral geht mit Hilfe von 29 = « über in 


A 
2 


Am UA a3 = “ 
—J)J= 2 eos” udu. 
“ 2n Ne: 
V 


1) Wie man. leicht einsieht, ist die Kurve = Io n® kongruent mit 


“ n' 
den Winkel — — 180° bedeutet, geht aus "= a"eosn® die Gleichung = a"sinnp | 


= a"sinn®, denn durch die Substitution 8 = P— ;—, die eine Drebung um 4 


hervor. Diese in erinlen bestehen aus » kongruen'en Blättern, die sym- 
metrisch angeordnet sind. Zieht man nämlich durch den Pol O des Koordinaten- 
systems 2n Strahlen, von denen je zwei benachbarte Strahlen einen Winkel von 


oO : } 
ya einschließen, so enthält: stets der eine von zwei benachbarten Winkeln ein 


Blatt der Kurve, während im anderen kein Teil der Kurve verläuft. 


24 I a RE ER Fl Br 50 Pohl A BEN TV HERE ENEE 3 Bla, BEA A ENT Br ee DndBREr 3 20 ET 022 Zur 
RN ANGER LNCHNN GE DIN} a hm all, San DR a BE aM RN RR AR Rt 
N . CR a a N u . NW, \ Ye } 
BEN RT j\ r 


| ' Flächeninhalt der entelen. iR 955 
Nach Aufg. 10, 8. 243 ist nun 


1 
9 
Kata). 
fer wau— +4 Yr Ä 
J° ra)? 
oder nach Aufg. 4, S. 240 gleich 
| I EMER 
an A Ya Kr ) 
daher folgt a 
Ri _. # Ve 1G+R) 
ri | 


Für ein Blatt der Lemniskate r? = a? c0o32# findet man hiernach 
ayr Fü) 
00) 


oder mit Rücksicht auf F(1) = 1 und F(i he — +Yz (vgl. Regel 3, 8.239 
und Aufg. 8, 8. 242): 


— 19? 


in Übereinstimmung mit Aufg. 8, 8. 251,. wenn man beachtet, daß 
a —= 20 ist und jetzt ./ den Inhalt eines Blattes, also der Hälfte der 
ganzen Lemniskate bezeichnet. 


$ 16. 


Mittelwertsätze. Mittelwert einer Funktion in einem 
gewissen Intervalle. 


1. Erster Mittelwerisatz. Sind die Funktionen f(z) und $(z) in 
dem Intervalle von a bis b eindeutig, endlich und stetig und haben die 
Werte von f(z) in diesem Intervalle sämtlich dasselbe Vorzeichen, so 
gilt die Gleichung | | 


Se) ve dep Oft“) dx, 


wobei & zwischen a und b gelegen ist unda<b An a>b ist. 


2. Zweiter Mittelwerisatz. Wenn die Funktionen f(z) und p(x) in 
dem Intervalle von a bis b eindeutig, endlich und stetig sind und wenn 


17* 


VRCHERSE TERN 


NER AN BESONDERE 
s RN 


a ge 
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p(x) daselbst monoton ist, d.h. in diesem Intervalle entweder nicht zu 


‚nimmt oder nicht a. so gilt u: Gleichung 


T=fite) p(2)da — 000) fft)ar % ‚afrean u 


wobei a <&E<D ist. 


3. Unter dem Mittelwert der eindeutigen, endlichen und stetigen 


Funktion y—= p(&) für das Intervall von a bis b > a versteht man den 


Ausdruck 


Diese Formel ergibt sich als spezieller Fall von Regel 1, wenn 
man dort f(x) = 1 setzt; p(£&) ist alsdann der Mittelwert y,. Geome- 
trisch gedeutet sagt die mit b— a multiplizierte Formel aus, daß der 
Flächeninhalt der Kurve y=g(x) für das Intervall von a bis b gleich 
dem Inhalt eines Rechtecks ist, das zur einen Seite die Strecke b — a 
hat, über der das genannte Flächenstlek der Kurve liegt, während die 
Länge der anderen Seite gleich dem Mittelwert y,, der zu dem Intervall 
von a bis b gehörigen Ordinaten ist. 

Man kann die Formel auch in der Gestalt 


Jo) ur- (b-a)p(a+#b- a) 


schreiben, wo $ einen positiven echten Bruch bedeutet. 

%. Wird in der Formel für den zweiten Mittelwertsatz f{z) =] ge- 
setzt, so folgt: Unter den in Regel 2 angegebenen SO DEDIETR für die 
Funktion P(%) besteht die Gleichung: | 


f yla)dr = (£-a)y(a)+b-—-HpL). 


B. Sind in dem ganzen Intervalle von a bis b> a die Werte der 
Funktion p(x) stets kleiner als die Werte der Funktion y(z), so ist 


| f vle)da < f: v(a)de. 


Die vorstehenden Regeln lassen sich benutzen um Zahlenwerte zu 
finden, zwischen denen der Wert eines bestimmten Integrais gelegen ist. 


Roiepiele. 


„... 2 Den mittleren Wert der Funktion y = sin (az) für das Intervall 
von = 0 bis 2=#:a zu bestimmen. | 


P2.02 LEE 1 Lay a ARE Aa EEE DZ 7 PR BZ RATING. HE REN IR 
0 \ ar 3 In ? ARE vo " 
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Nach Begel 3 ist 


x 
ya _. sin (a2) dx. — —- = 0,6366, 
(N) 


somit vou a unabhängig. 


2. Auf einer Strecke 4.B von der Länge a wird im Absteind x vom 
Endpunkt A ein Punkt P angenommen. Es ist zu zeigen, daß der In- 
halt der aus den Teilen AP und PB als Seiten konstruierten Recht- 
ecke im Mittel gleich #@? ist. 

Hier wird 

Im == 1 (za a)dz == Sa 


6 


3. Welche Zahl m ist der mittiere Wert der reziproken Werte aller 
positiven Zahlen von a bis b und was ergibt sich insbesondere im Falle 


b=2a? 
fs da=; 


Im Falle b=2a erhält man m — —In2 = —- . 0,69315. 

4. Wenn ein im luftleeren Raum in der Nähe der Erdoberfläche 
befindlicher Körper von der Ruhelage aus längs einer Strecke s= s, 
gefallen ist, so hat er bekanntlich die Geschwindigkeit v, =Y2gs, er- 
langt, wobei g = 9,81 m/sek? die Beschleunigung der Schwere be- 
zeichnet. Man soll zeigen, daß die diesem Fall entsprechende mittlere 
Geschwindigkeit v,, gleich 3», ist. 


1 Er arg 
== 1 (vor ds = 5 V298: ange Fe 
v 


A I 
u {R & 


In ihrer Abhängigkeit von der zugehörigen Fallzeit #, ist die 
mittlere Geschwindigkeit v, gleich der halben Endgeschwindigkeit 


ke: A 
v, = gt,, denn hier ist 
a . 


1 4 1 
ve I (gta Lot, et 


% 


5. Die mittlere Läuge y,, aller positiven Ordinaten der Ellipse 


zu bestimmen. 


Ra Se 
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Zur Berechnung von 
a 
1 (db 5 

mm] Ve -—- ade 

au 

setze man z= acos#. Alsdann folgt 

0 


In— — njsintsdo = 3% —-sin2e], m dr = 0/7854. 


nr 


Vgl. hierzu Aufg. 42, 8.85 und Aufg. 17, 8. 192. 

Tan 6. Den mittleren Abstand r,, eines auf der Pe- 
ripherie eines Kreises vom Radius a beliebig aber 
fest gewählten Punktes O von den übrigen Punkten 
der Kreisperipherie zu bestimmen. | 

Wählt man den Punkt O als Pol eines Systems 
von Polarkoordinaten, die Tangente von O als Polar- 
achse (Fig. 56), so hat der Kreis in Polarkoordı- 
naten die Gleichung r = 2asin®, daher wird 


Fig. 56. 


- 1 fpaninoan — == 1,2732 a. 


7. Vom einen Breanbunkt einer Ellipse werden nach allen ober- 
halb der großen Achse 2a gelegenen Kurvenpunkten Strahlen gezogen; 
es ist zu zeigen, daß die mittlere Länge r,, aller dieser Brennstrahlen 
gleich der halben kleinen Achse 5 der Ellipse ist. Beim Nachweis dieser 
Behauptung soll von der Gleichung der Ellipse in Polarkoordinaten 


udn p 
2(1— Ec089) 


Aeneon werden, in der sp = Di: a ist und & die ui Ex- 
zentrizität Va b? bedeutet. | 
Unter ee des Ergebnisses von Aufg. 17, 8. 115 findet man 


ur ihe Se 
rer [are tg ( 58a) Em 1—e, 


woraus mit Hilfe vn1— ®=b?!:a4, 3p=b?:a sofort r, = b her- 
vorgeht. 

8. Es ist zu zeigen, daß die mittlere Länge o,, des Krümmungs- 
radius der gemeinen Zykloide (vgl. Teil I, S. 47 und 38) 


z=a(l—sind), y=-all — cost) 


für das Intervall von t= 0 bis t= 2x gleich 8a : x ist. 
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'Für die Länge g des Krümmungsradius, der dem Punkt P einer 
durch die Parameterdarstellung x = p(f), y = y(f) gegebenen Kurve zu- 


gehört, gilt bekanntlich (vgl. Teil I, S. 153) die Formel: 


wo ak die Akzente bei g und % die nach dem Parameter t des 


Punktes P genommenen Ableitungen der Funktionen p und ı angedeutet 

sind. Für den absoluten Wert von ge findet man beim vorliegenden 

Beispiel | | 
jel=4ajsinzt]; 


272 i 5 
Pe a 
m Pi 2 
0 


9. In einem gewöhnliehen (nicht singulären) Punkt P einer kon- 
vex gekrümmten Fläche denke man sieh die Flächennormale errichtet 
und durch sie ein Ebenenbüschel gelegt. Die Schnittkurren dieses 
Büschels und der Fläche (die zu P ‘gehörigen Normalschnitte) haben 
alsdann entweder in P gleich große und nach derselben Seite gerichtete 


daher wird 


'Krümmungsradien, also gleiche Krümmung, oder — und dies ist der 


gewöhnliche Fall — die Krümmung im Punkte P ist von Kurre zu 
Kurve veränderlich. Im ersten Fall ist P ein sogenannter Nabelpunkt 
der Fläche oder ein Punkt sphärischer Krümmung; im zweiten Fall er- 
reicht die Krümmung von P, wie in der Lehre von der Krümmung der 
Flächen gezeigt wird, für einen bestimmten Normalschnitt ein Maximum, 
für einen anderen N ormalschnitt ein Minimum, und die Ebenen dieser 
beiden Schnittkurven sind zueinander rechtwinklig. Man nennt die zu- 
gehörigen Krümmungsradien die Hauptkrümmungsradien des Flächen- 


. punktes P. Haben diese die Längen R, und R, und ist og der Krüm- 


mungsradius von P in einem anderen Normalschnitt, dessen Ebene mit 
der Ebene des Hauptnormalschnitts von der Krümmung 1: R, den Winkel 


$ bildet, so besteht nach Euler die einfache Beziehung: 


RR 
ee R, TE 


Man soll nun den Mittelwert g,, der Krümmungsradien aller zu P 
gehörigen Normalschnitte bestimmen. 
Man erhält 
2x ;” 
PR EL a ET Ai | eine J: uee 
m Me p 2% f R,cos!p + R, sin?g 


BU a han Dal Asa a Ha ha RR de BU EEE EEE na RAP BAAR EHE A DE 7 rk BER re Ar Be 
f A SE A L RR ER a N R ' 
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' ‚oder (nach Aufg. 12, 8.107) | AN 
BR, 4 De 
Dar „reis (Verer)] =yYAR,. 


10. Bei dem Benzin ist die spezifische Wärme c bei konstantem 


Druck von der Temperatur ® in Celsiusgraden abhängig auf Grund der | 


Formel!) 
c = 0,2237 + 0.0010228 ®. 


Wie groß ist hiernach die mittlere spezifische Wärme ce, des Ben- 
zins für das Temperaturintervall von © = 116° C bis & = 218° 0? 
218 


en fd - 0,3945. 


116 


Cm 


11. Bei dem Schubkurbeigetriebe wird der eine Endpunkt A (der 
Kurbelzapfen) einer Strecke von der Länge 2 (der Schubstange oder 
Pleuelstange) mit konstanter Winkelge-. 
schwindigkeit » auf einem Kreise vom 
Redius OA=a (a = Kurbellänge) ge- 
führt, während der andere Endpunkt B 
(Kreuzkopf) auf einer durch den Kreis- 
mittelpunkt gehenden Geraden hin- und 

Fig. 51. hergleitet (Fig. 57). In dem Augenblick, 

in dem der Winkel AOB gleich # ist, 

ist die Geschwindigkeit v, mit der der Kreuzkopf B auf der Geraden 
OB gleitet, durch die Formel 


= ID [sind + 


kein # cos 
Vi -— Bas! 
gegeben (vgl. Teil I, S. 18), in der % den Quotienten a : ! bedeutet. 


Wie groß ist bei dieser Kurbelbewegung die mittlere Geschwindig- 
keit v,, des Kreuzkopfes für das ale von ?=0 bis = n? 


"kit sin #F cos # 


-— Pe 
a A +0 mare. 


"e 


Da das erste Glied der rechten Si dieser Gleichung gleich zes 


ist, während das zweite nach Gleichung (5) in Aufg. 4, S. 74 verschwin- 
det, folgt 


200 
v.= 


m 7e 


1) Vgl. E. Wiedemann in den Annalen. der Physik und Chemie, herans- 
gegeben von G. Wiedemann, neue Folge, Bd. 2 (1877), S. 205. 
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12. Bei einer Wechselstrommaschine ist die elektromotorische Kraft 
.E eine periodische Funktion der Zeit £, nämlich E= E,sin nn wo 


T die Zeitdauer einer Periode in Sekunden und E, den zut=+Tge- 
hörigen Maximalwert der elektromotorischen Kraft, die Amplitude be- 
deutet.!) Der Ausdruck 2r::T ist die zum Ya E gehörige Phase. 
Es soll nun der zu dem Intervallvon?!=Obisi=%7 gehörige Mittel- 
wert E,, der elektromotorischen Kraft E bestimmt werden sowie der Mit- 
telwert "(E 2), des Quadrates von E. 


Offenbar ist 
1 
3 2 
2E, nt 


En="g [sin Md=—E, — 0,6366 E,, 
Ö 


1 
= y 
(E?),, = = Be f sin? en dt 


0 


T 


I mund mn 


3E°’ T 1 Ort 2xt Ei 
-_ in et 


.E? 
s 7 Eon 


i=—Ö 


Denselben Wert 4 R,® würde man für das Intervall von t— 0 bis 
t = T erhalten haben, da die Funktion sin?°7° von t=0 bist=177 
geradeso verläuft wie vont=+Tbst=JT. 


Die Quadratwurzel aus (2?) wird als wirksame oder effektive elek- 
tromotorische Kraft bezeichnet?), sie ist Z,: Y2 = 0,7071.E,. Die Aus- 


drücke für (E®),, und Y(E°), sind wichtig, weil die Angaben der meisten 
Apparate, die zur Messung periodisch veränderlicher elektromotorischer 
Kräfte dienen, den genannten Ausdrücken entsprechen.?) 


13. Bei einem Wechselstrom ist die Stromstärke i eine periodische 
Funktion der Zeit t auf Grund der Formel 


. ET 
= ı,5ın (7 Ka 9) » 
1) Hierbei kann T auch aus der sekundlichen Persodenzahl oder Frequenz 
v bestimmt werden: der Anzahl der ganzen Sinuswellen oder Perioden in einer 
. Sekunde; offenbar ist v„=1:T', daher T=1:v. In der Starkstromtechnik wird 
häufig eine Frequenz v—= 50 benutzt, in der Telephonie kommen Frequenzen 
v»—= 5000, in der drahtlosen Telegraphie solche wie » = 100000 oder 150000 vor. 
2) Englische Autoren nennen die Wurzel aus dem Mittelwert des Quadrates 
einer Funktion y „root-mean-square value of y“. 
3) Vgl. z. B. F. Niethammer, Elektrotechnisches Praktikum, Stuttgart 
1902, 8. 80f. 
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wo T dieselbe Bedeutung hat wie in Aufg. 12, während , das Maximum 
der Stromstärke bezeichnet. Die Bedeitung | von @ ergibt sich aus der 
zu i gehörigen elektromotorischen Kraft, die durch | | 


Br Es sin En 


gegeben sei und ihren größten Beirag en t=+T erreicht. Da das 
Maximum der Stromstärke zu = -- E Rs 3 7. gehört, ist die Phase von 


i gegen die Phase von E um den a = ‚verzögert. Hierbei ist p 


abhängig von der Frequenz v und von den Konstanten des Stromkreises 
(Widerstand, Selbstinduktion und Kapazität)!) 


Kg sol nun den Mittelwert ©, von > für das Intervall von 3 “ 


bis — ih +: „ bestimmen, ebenso den Mittelwert (7), des Quadrates 
von i Ser ee Intervall. 


Man findet 
1 oT 
zieren 
1, = zZ sin (7 - 9) dt 
9T 


oder nach Einführung von z = ei En 


RA 


mh. 2 (sinsds- 2 — = 0,6366 2,. 
1) 


Be Wert hätte sich übrigens auch für das Intervall von —— 


Ir 


bis 7 T+ en T. argeben. 


Ferner wird 


| Derselbe Wert würde sich für das Intervall von en bis +7 ig En 
ergeben. 


Die Duhdraieuren) aus (i”),, Yard als effektive Stromstiirke bezeichnet, 
ihr ME: zunl stainen ti. als Formfaktor. 
1) Nüheres findet man z.B. bei E. Kittler, Allgemeine Klektrotechnik, 
Bd. 2, Einführung in die Wechselstromtechnik. Transformatoren, herausgegeben ai, 
unter Mitwirkung von W. Petersen, Stuttgart 4909, S. 21-33. At 


ad Pr Ki 4 BEE 0 A a a a a a a a A a u EU yon) 
ANDRTLNDT. BRUNNER BEN EDEN N TODE NE TER RN 
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14. Den Mittelwert 2 Funktion 


Mar y-asinc+asindc+-- +4, sinne + ib, + b, cos« 
+ beos2r +. +b,cosnz 


für das Intervall von 2=0 bis 2x zu bestimmen. 
Je nachdem n eine En: oder gerade Zahl ist, findet man 


i | 
m (243% +7 a 


bzw. 


1 ‘2 1 
„= (2a +75 + - 4; ta) + 


15. Die Stromstärke eines Wechselstroms sei durch dis Formel 


.. . 2xrt . Art % ent 
= a, SIN + 4, sin Eu +:--+a,sin Ben 


annt 


a cos “7. au b, cos = +... +b, cos— 7 


gegeben. Wie groß ist die effektive Stromstärke (vgl. Aufg. 13) für das | 
Intervall von t=0Ö bis t=.7? 
Zunächst wird 
(12), = + [Dio; sin? en + > ? cos? N dt, 


0 ı 
denn das über die Summe der doppelten Produkte der einzelnen Glieder 
von ?? erstreckte Integral ist gleich Null, wie sich bei Einführung einer 
neuen Veränderlichen z durch u — ; mit Hilfe der Formeln in den 
Aufgaben 62—64, S. 95 sofort ergibt. Man erhält 
Beta enbinei:dn), 


die effektive Stromstärke wird daher 
vn = VEVataF Fo Faatberbeh... + bi. 


; 16. Wie schon in Teil I, 8. 117 erwähnt wurde, kann man nach 
Messungen, die R. J ssmund an verschiedenen Stellen der Elbe vor- 
nahm, die Art, wie sich die Geschwindigkeit y der Wasserteilchen des 

' Flusses längs einer und derselben Vertikalen mit der Höhe x über der 
Flußsohle ändert, durch die Formel 


Ah) y-a+blg(et+o)-a+bMln(e+e) 
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darstellen.”) Hier sind a, b, cund M Konstanten, und zwar hängt a. 
hauptsächlich von der Größe des Gefälles, der Wassertiefe und dem Ab- 
stand der Vertikalen vom Flußufer ab; b ist im wesentlichen nur vom 
Gefälle abhängig, c bezeichuet den Abstand der Asymptote 
& + c= Oder Kurve (1) von der in der Flußsohle liegen- 
den y-Achse (Fig. 58); M ist der Modul 0,43429 des 
Briggsschen Logarithmensystems. Bei einer anderen Ver- 

tikalen haben a, b und ec natürlich andere Werte. Um zu 
zeigen, welche Größenordnung sie haben, geben wir ein Bei- 
spiel,. das dem Mittelwert mehrerer von Jasmund in der 
Nähe Magdeburgs an derselben Vertikale bei verschieden hohem Wasser- 
stand ausgeführten Messungen entspricht, nämlich (Fig. 58) 


(2) y = 1,0669 + 0,5804 log (x + 0,2136) 


Fig. 58. 


' und zwar sind die hier auftretenden Längen in Metern angegeben, so 
daß z. B. in der Höhe x = (l—c)m über der Flußsohle die Geschwin- 
digkeit 1,0669 m/sek beträgt. Es werde hierbei. bemerkt, daß die 
Formel (1) in nächster Nöhe der Flußsohle nicht mehr gilt; es wurden 
die zahlreichen Messungen erst in 0,15 m Höhe über der Flußsohle be- 
gonnen. Auch wurden die in der Nähe des Ufers vorgenommenen 
Messungen nicht berücksichtigt, um den Einfluß steiler Ufer, die auf 
das Wasser eine verzögernde Wirkung ausüben, möglichst zu eliminieren. 

Die Geschwindigkeit an der Oberfläche sei y=y,, während in der 
Höhe &, -+e=6 über der Asymptote <-+c= 0 die Geschwindigkeit Nul 
stattfinden möge, wobei logö = — a:b ist. 

Man soll nun zeigen, daß für die mittlere Geschwindigkeit Um ‚die 
Formel gilt 


(3) LEER an a —_ bM, 


wo T den Abstand des Wasserspiegels von der Asymptote +00 be- 
deutet. Hierfür kann auch 


gesetzt werden, da T und T’—6 nahezu gleich groß sind. 
Man findet zunächst 


T—c 


er 


1) Zeitschrift für Bauwesen, 48. Jahrgang (1898), 8. 187. Vgl. ferner das | 
Kapitel „Fließende Gewässer“ von Jasmund im „Handbuch der Ingenieur, In 
wissenschaften“, 3. Teil „Der Wasserbau“, 1. Bd. „Die Gewässerkunde“, 4. Aufl., 
Leipzig 1911, S. 465. 


x 


a se Ka AL BR IN SB ER ER a Be HAT 9 BNP Zi 5 AN 
nl Mu NA „ y Bun ik 
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oder nach Aufg. 6, S. 66 | | 
„-rzle@-9)+5u[@+ 9 )(n@+9-1) E22) 
- 7 4laT— a6 +5MTmT— MT —-bMölnd+bMB)- 


Da nun +5 MnT=y, unda+5Mlnd=0 ist, folgt 


„T—-bM(T— 8 N 
BD mern HT am, 


wofür, wie schon erwähnt wurde, mit hinreichender Genauigkeit „,—-bM 
gesetzt werden kann. 
Diese mittlere Geschwindigkeit findet in einer Höhe & über der 
Asymptote -+c=(0 statt, die aus y, —bM=a+bMInE zu bestimmen - 
ist, Man erhält 


_%-a—bM bMhWT—1) 
In ng OD m, 


wo e die Basis der natürlichen Logarithmen 2,71828 bedeutet. Daher 
folgt 
(6) | = = .0.,= 08687, 


d.h. in der Tiefe 0,632 7 unter dem Warsenpiege] haben die Wasser- 
 teilchen diese mittlere Geschwindigkeit.!) 


17. Die in Aufg. 16 auftretende Formel (1) ist durch 
(7) 9=a+bMi=+kMl(t—a) 


zu ersetzen, wenn sich auf dem Flusse eine stehende Eisdecke befindet. 
Hierbei sind a, 5 und k Konstanten, und zwar hängen b und & von der 
 Rauhigkeit des Bodens bzw. der Eisdecke ab; } ist die Flußtiefe an der 
betreffenden Stelle. Bei einem gewissen Lot in der Nähe von Magde- 
burg war z. B.?) | 


8). y— 0,4561 + 0,2292 log = + 0,1146 log (2,68 — 2). 


Es soll nun für (7) die Mitklere Geschwindigkeit y, bestimmt 
werden.°) 


.. 4) Vgl. R.Jaemund, Zeitschrift für Bauwesen, 43. Jahrgang (1893), 8.147 £; 
im Handbuch der Ingenienzwissenachaften 2.8.0. 8.474. 
2) R. Jasmund, Zeitschrift für Bauwesen, 47. Jahrgang (1897), 8. 689. 
8) R.J aamund, Zeitschrift für Bauwesen, 47. Jahrgang (1897), 8. 470—472. 
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. Man findet | 


i—E 


im fie +bMinx+%kMin(t—z)}d« 


= „let +bMt(nt—1) + kMt(nt-1))=a+(b+l) Mn; 


' hierbei wurde die Tatsache benutzt, daß lim (t.Ini)=0 ist. 


Diese mittlere Geschwindigkeit Endet in einer Höhe & über der 
: Flußsoble statt, die aus der Gleichung 


a+ (+) Mn =a+bMln&+kMin(t—$) 
zu bestimmen ist. Diese en Ateh in der Form 
Tre 
geschrieben werden. Bei Einführung von k:b = m folgt 
ser (£)"", 


woraus hervorgeht, daß & nicht von 5 und k einzeln, sondern vondem 
Verhältnis b:k abhängt. 


18. Mit Benutzung von Regel 5 und mit Rücksicht auf die un | 
x°"<1 bestehende Ungleichung 
1 1 
re mus < ET reg 
vı—e! 7" yi-a? 


ist zu zeigen, daß der Wert des Integrals 


0,4 
Kol 
a 

RO 


zwischen 0,4 und 0,41152 liegt. 


Ofenbar ist 
de 
des Ks de 
ee on > me A 


daher 04 < 7 <aresinO,4. Der zu arcsin04=« gehörige Winkel 

ist aus sine — 0,4 zu man und wird gleich 2303442” gefunden; 
die zugehörige Bogenlänge kann einer die Länge der Kreisbogen für 
den Kreis vom Halbmesser 1 enthaltenden Tafel entnommen werden, ah 
sie ist 0,41152. | RR 


3 ’ er 
1 NUR 3 


Y 


er a ash tähr Balken A Bi aa Kar ab ar a aa 
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19. Mit Benutzung von Regel 5 und mit Rücksicht auf die für 
2° S1 gültige Ungleichung 1 > cosr >1 — 3° (vgl. Teil I, 8. 80) soll 
man zeigen, daß der Wert des Integr als 


Sven. dx 


zwischen 1 und 0,9089 gelegen ist. 
Offenbar ist 


wobei das letzte Integral in der Form 


i 
a fjVe rar 
1) 
geschrieben werden kann und nach Aufg. 17, 8. 192 den Wert hat 
SE ” V2 — x? + arc u On - ‚v2 (> + 7) 
| | = 0,1071 - 1,2854 = 0,9089. 
20. Man soll sich mit Hilfe des ersten Mittelwertsatzes (Regel 1) 


überzeugen, daß für die Normalform des elliptischen Integrals erster 
Gattung (Regel 5 und 6, 8. 209f.) 


u 


da 


le Jva=- Da) 


Kl, ul) 
eine Gleichung von der Form 


I = Bi APR i Saar arc ein“, V<E<U 


stattfindet. Auch folgt leicht 


; 1 
are sinu < Fl(k, u) <-———— are sin“. 
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g 17. 
Berechnung der Bogenlänge von Kurven ( Rektifikation). 


1. Die Länge s des sich vom Punkte P, bis zum Punkte P,er- 


streckenden Bogens der bei rechtwinkligen Koordinaten durch die Para- 
meterdarstellung | 
(A) <= gl), y=-rÜ) 


bestimmten ebenen Kurve ist durch die Formel 


ee 
& s- [Vo Öi+ v Ötat 
h, 


gegeben, in der ti, und %, die Parameter der Endpunkte P, und P,des 


Kurvenbogens bedeuten. Hierbei ist vorausgesetzt, daß die Funktionen 
g(f) und v(f) und ihre ersten Ableitungen in dem Intervall von £, bis i, 
eindeutige und stetige Funktionen von ? sind; ferner wird angenommen, 
daß jedem zwischen P, und P, gelegenen Punkte der Kurve nur ein 
Parameterwert # zugeordnet ist. Wird die Kurve im Sinne der wachsen- 
den Werte von £ durchlaufen, so soll auch die Bogenlänge als wachsend 
angesehen werden; man hat alsdann die Quadratwurzel in (2) positiv 
zu wählen. | 

2. Die Länge s des sich vom Punkte P, bis zum Punkte P, er- 


streckenden Bogens der in rechtwinkligen Kosdinaen durch die Glei- Ä 


chung 
(8) y-fle) 
gegebenen Kurve ist 


u Mi f Visa: 


Hierbei sind x, und x, die Abszissen der Punkte P, und P,. Für die 
Funktion f(x) und das Vorzeichen der Quadratwurzel Selen entsprechende 
Voraussetzungen wie in Regel 1 für die Funktionen (tl) und Y(?). 

In manchen Fällen ist es vorteilhaft, bei der Integration nicht x 
sondern y als unabhängige Veränderliche zu benutzen; die Formel (4) 
ist alsdann durch 


(5) - Via 


zu ersetzen; dabei sind y, und %, die Ordinaten von P, un Pr: 


3. Die Bogenlänge s der durch die Gleichung in Polarkoordinsten 


(6) r=f(®) 


ae ee ERHT = 


ps lb re ae u ES ar BER RT EAN ER DES ER N RR 
B g ) Br’ r kr F ’ te % £ \ N A 
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bestimmten ebenen Kurve ist Ach 


Mn. a [Vr+@)a 


gegeben; dabei sind ®, und 9, die zu den Endpunkten P, und P, des 
Bogens gehörigen Polarwinkel. Für die Funktion f(®) gelten ent- 
sprechende Voraussetzungen wie in Regel 1 für die Funktionen p) und 
v(t); die Quadratwurzel ist positiv zu nehmen, wenn die Kurve im Sinne 
der wachsenden Werte von # durchlaufen wird. 


4. Die Bogenlänge s der bei rechtwinkligen Koomhadlen durch 


8). z=ol), y=ıl), z3=vÜ). 
bestimmten Raumkurve ist durch 


oe Be VeÖ+Lö Fr VO a 


gegeben. Für die Funktionen p(t), x(t), v(f) gelten entsprechende Vor- 
aussetzungen wie in Regel 1. 

&. Die in Regel 1 bis 3 angegebenen Formeln für die Bpgenlänge s 
lassen sich in der allgemeinen Formel 


Be s=[ Va’ + dy: 
zusammenfassen, die Gleichung (9) läßt sich durch 
MD) Bf VaaF ar ar 
ersetzen. 

| Beispiele. 


In den folgenden Beispielen ist, wenn nicht etwas anderes besonders 


"bemerkt wird, stets die Länge des sich vom Punkte P, bis zum Punkte P, 


erstreckenden Bogens der betreffenden Kurve zu bestimmen. Dabei sind 


3%, und t, die Parameter, &,, y, bzw. x,, y, die rechtwinkligen Koordi- 


naten, r,, ®, bzw. r,, ®, die Polarkoordinaten der Endpunkte des 
Bogens. 
1. Die Bogenlänge der gemeinen Zykloide (rg. Teil I, S. 47 und 98) 


z=alt—sind),, y=all—cost) 


zu bestimmen, also jener Kurve, die von einem Punkte der Peripherie _ 
eines Kreises vom Radius @ beschrieben wird, wenn dieser Kreis au 


einer Geraden (z-Achse) rollt ohne zu gleiten. 


Din geldey: Difforential- u. Integralrschnung. 11.3. Auf. 18 


MBH) REDE Ki: Baar ya a 1 ES a N RN 
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Hier wird / N | | 
nn Re | | 
Ss == af v2(1—cost)di- 2a [sin dt, 
h. ! tz ' | 
somit ne ' 
s = 4a (cos$t, — cosyb). 


Insbesondere für Fi =0,%4=2z, also für die Länge des Zykloiden- 
. bogens, der einem einmaligen Abrollen des die Zykloide erseugenden Kreises 
entspricht, ergibt sich der einfache Ausdruck 


S=8a. 


2. Die Bogenlänge der Episykloide zu bestimmen, also jener Kurve, 
die von einem Punkt P der Peripherie eines Kreises vom Radius b be- 
schrieben wird; wenn dieser auf der Außenseite eines festen Kreises vom 
Radius a ohne Gleiten rollt. Berühren sich beide Kreise zu Anfang der 
‘Bewegung an der Stelle x=«a der x-Achse und hat alsdann P die 
Koordinaten z= a+2b,y= 0, so ist die Epizykloide durch die Para- 
meterdarstellung 


(1) 


ee 
y=(a+b)sint-+bsin- oe 


u 


gegeben, in der t den Winkel bezeichnet, den der nach dem jeweiligen | 
Berührungspunkt der beiden Kreise gezogene Radiusvektor mit der 
positiven Richtung der x- Achse bildet. 


Man findet 


er 1 + cost) Ja-2arn fi CO ji, 


somit 


; 4b(a+) at, 
2) rg a (sin 5; 3 sin zz). 


” 3 ? 


Hier ist eu der Winkel, um den sich der rollende Kreis seit 
Beginn der Deren gedreht hat. | | 
Wii man die halbe Länge 48 des einem einmaligen Abrollen ds 
beweglichen Kreises entsprechenden Kurvenbogens haben, so ist der 


Bogen u, = Ei == 0, der Bogen u, = E = 17 zu een, aus (2) folgt 


. alsdaun 


% 


2 


Bin ag are und 5 Wat, 


ee 
er 
> 


ge Be Dh a a a BP A a Ka RRISM 
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Rollt der bewegliche Kreis im Innern des festen Kreises ab, be- 


‚schreibt also P eine Hypozykloide, so wird 


RG. 8b(a—b). 
a 


3. Die Länge des Bogens P, P, der Kurve 


= fl) cost — f(l)sint, y=f(t)snt+ Fo cost 
ist ® 
s- [ft + "(OY2R-. 
Man findet nämlich 
de? + a - HF), 
woraus sich sofort s mit Rücksicht auf Regel 5 ergibt. Wir erinnern 
daran, daß die vorgelegte Kurve die Hüllkurve der Geraden 
| z cost +ysmnt— fl) =0 | 
darstellt; der Winkel { steht mit dem Winkel «, den die Tangente eines 
Kurvenpunktes mit der positiven Richtung der &-Achse bildet, in der 
einfachen Beziehung « = 90°+. Vgl. Teill, 3.158, 175 und 176. 


4. Die Länge eines Bogens P,P, der Neslschen Parabel = c?z? 
bestimmen; ein Bild der Kurve findet sich in Teil I, S. 67, Fig. 26. 
i 


Aus y= ca® folgt 


ER f Yı er. ne AU BRIEN 


IF, 


E21 


3 


2 
man wird hierbei die Substitution 1 -+ ne = 2 anwenden. 
' 5. Die Bogenlänge der Kettenlinie 


/ 
L 


Ba 2 
Sem un e ") = M &of (=) 


' Su 

Ye 
zu berechnen. 
Hier ist 


/ yVı i+ ei (&) den fee Co (2)a 
oder also 


sm |Sin (2) = n|y Sof? == _ il = Yys? Bern, — Yy? mi. 
Sind &, und @, die Winkel der in P, bzw. P, gezogenen Tangenten 
mit der positiven Richtung der x-Achse, so wird 
| semnltg,—tge,). 
18* 
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Die Bogenlänge P, P, läßt sich daher, wenn die Kurve gezeichnet vor 
liegt, durch eine leicht konstruierbare Gerade darstellen. Es möge, um 

dies zu zeigen, angenommen werden, daß die Abszissen von Ph undP, 
beide positiv seien. Beschreibt man alsdann um den Scheitel 8 de A 
Kurve als Mittelpunkt Kreisbogen mit y, und %, als Radien, die dn 
positiven Teil der x-Achse in I, und Z, schneiden (vgl. Fig. 33, 8. n ER 


so ist 


OL = ar, OL,=Yy’—m?, daher s- EI h 
(Wie ist zu verfahren, wenn x, negativ, 2, positiv ist?) 
Die Bogenlänge der Kettenlinie läßt sich auch durch 
s-ysinay—y, sin &, 


ausdrücken, denn allgemein ist 


ga= a = Sin (=), also sin« = Tg (3): 
ferner ist 


m = y:Coj (>), daher miga—yXg(2)-ysin &. 


6. Im Anschluß an Aufg. 5 soll man die durch einen schweren 
Faden von gegebener Länge 25 gebildete Kettenlinie bestimmen, wenn 
dieser Faden zwei in gleicher Höhe gelegene Punkte A und B ver- 
bindet. Der Abstand AB der beiden Punkte sei en wobei 2a <2s 
ist. Vgl. Aufg. 51, S. 90f. 


In der Gleichung der Kettenlinie y = m Eoj (= 2) a m zu bestim- 
men; dabei ist nach Aufg. 5: Y Ä 
2: 2m Ein(t), 
daher nach Teil I, S. 80: | | 


s a Iera\.,. 1 DaN\ 
u ee 
Setzt man Bi | 
$ — 4)31! % 
(2) | a = u, (>) 5, 
so folgt!) aus (1): a 
(3) Vitlett dh). % 


Diese Reihe, die u als Funktion von z darstellt, ist nun umzukehren, ; 
d.h. man hat z als Funktion f (u) der bekannten ‚Größe Y Bus RN 


1) Vgl. hierzu C. Kunba, Theorie. und Praxis der Reihen, Leipzig. 1904 8 
(Sammlung Schubert Nr. a 8. 69 f. Y 
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Vize 


Sure um alsdann M=a: Vz berechnen zu können. Die Maclaurinsche Reihen- 
% Erreeklung (vgl. Teil I, 8. 77) ergibt 


= fu) (0) Huf (0) + Hr) + Or 


und hier ist offenbar f (0) = (0, denn fürz—0 wird nach (3) auch 


“=. Ferner ist (vgl. Teil, 8.42 , Aufg. 9) 


4% Z Z ek AOK RO 
ey, Fre Zoe 1 W)= 9’(2)° 2 
und hieraus erhält man die Werte f’(0), f”(0), f”’(0),..., indem 
man 2= OÖ setzt, da u=0 und z=0 ein zusammengehöriges Werte- 
paar bilden. Es N sich 


v/ pr 3!2 1 RZ 4 
iO Maren 
somit!) I | 
1 2 
(4) a en 


Den Abstand des Mittelpunktes M der Sehne AB von dem. tiefsten 
Punkt S der Kettenlinie nennt man, z. B. wenn diese Kurve durch 
einen Telegraphendraht gebildet wird, den Durchhang SM = d der Ketten- 
linie (Fig. 59). Man findet für ihn: 


d= m Col ee —- m—= m Go) Yz— m 
oder mit Hilfe der Reihe für 60] Yz (vgl. Teil], S. 80): 
\ 2 » 
an ara 


Hier ist nun m durch 4:Yz zu ersetzen, und wenn man für z die 
Reihe (4) einführt, hierbei aber die Glieder von höherem als zweitem 
Grade in u vernachlässigt, folgt 


a 7 379 gl 
(8) -Z Vu lH gr nt) 
wobei 
8 
er a 
a . Fig. 59. 


Für a! 25 = 50,036 m würde man z. B. d = 0,822 m 
finden. 


1) Bei Runge findet sich hier a. a. 0. ein Druckfehler, ne als Koeffi- 
| 1 


- zient von u® die Zahl — - an (5 10 + 1 ) angegeben ist, während Kay: +5 en 55) | 
' stehen müßte. 


4.5 10 42 
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Bei der Spannung eines Telegraphendrahtes ist die Änderung zu 


berücksichtigen, die seine Länge durch Änderung der Temperatur er- 


fährt; insbesondere muß man darauf’ achten, daß die größere Spannung, 
die in dem Draht durch Verminderung seiner Länge bei einer Tempe- 
raturabnahme auftritt, die Zugfestigkeit nicht übertrifft.?) 

1. Für welche Werte des Exponenten k läßt sich das Integral für 
die Bogenlänge der Kurve y= ca“ durch elementare Funktionen aus- 
drücken? 

Die Bogenlänge 


s- (Vize k?x*?dx | 


führt hier auf ein binomisches Integral (vgl. Regel 4, 5. 173£.). Die all- 
gemeine Gestalt dieser Integrale ist 


f am (a + bar)Pdz; 


im vorliegenden Fall ist also m=0,n=2k—2,9=!,a=1,b=c.k. 

Aus Regel 4, 8.173£. folgt, daß sich s durch elementare Funktionen 
darstellen läßt, wenn 1:(2% — 2) eine ganze positive oder negative 
Zahl N ist oder wenn %:(2k — 2) eine solche Zahl N ist. Es muß 
daher k von der Form (2 N -+1):2N oder von der Form 2N:(2N—1) 
sein, d.h. k muß ein positiver Bruch sein, dessen Zähler und Nenner 
um eine Einheit voneinander verschieden sind. | 

8. Die Bogenlänge der Parabel y’ = px vom Scheitel O bis zum 
Punkte P(x,, y,) zu bestimmen. 

Die Integration wird hier etwas einfacher, wenn man y als Inte- 
grationsveränderliche und somit die Formel 


6 en Vı + (42) ay 
5 i 
benutzt. Kiodean ergibt sich 
Yı 
Paare N RE vH 
07 2 (Vrrüa- [4 Vor EHE In(y+ Yr® +2), ; 
x | SB 

(vgl. Aufg. 17, 8.192) oder also | Be 

| -- n+Vy+& 
@) -"Vy+® 2 El 


1) Näheres hierüber sowie über den Einfluß des Winddrucks und der Eis- 
belastung auf die Spannung und den Durchhang der Telegrapbendrähte findet 
man z.B. bei K. Winnig, Die Grundiagen der Bautechnik für oberirdische 
Telegraphenlinien, Braunschweig 1910, S. 189-208. | 


u N Ye : 


a 


De Li ze ad a En y wur” 
% 
Ne 


.den hyperbolischen Sinus ein, so wird 


® Wr i 
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ee 


Der. Ausdruck = Yy+ 2 ?° hat eine einfache geometrische Be- 


deutung. Schneidet nämlich die in P, gezogene Tangente der Kurve 


die Scheiteltangente in R, die Achse der Parabel in 7’ und ist OM, die 
Abszisse von P, (Fig. 60), soist ZTO=OM, Es ITR-NP, (vol. Teil I, 
‚8. 49), daher 


TP-VIM>+ MD Virrt yi- De 


und 


B) A Vu4+4p-4TB-RP, 


‘d. h. jener Ausdruck stellt das vom Berührungspunkt P, bis zum Sehnitt 


_ mit der Scheiteltangente gemessene Stück der Tangente von P, dar. 


Die Länge des Parabelbogens OP, läßt sich noch durch zwei an- 
dere Ausdrücke von es eren Einfachheit darstellen. Führt 
ınan nämlich durch die Substitution 


(4) A Sinu, 


(5) SS = (Sin2w+2u). Fig. 60. 


Ferner ergibt sich bei. Einführung des Winkels «,, den die in P, 
gezogene Tangente der Kurve mit der positiven Richtung der z-Achse 
bildet, die Formel 

a p (cos & a 
(6) s-4(S ie a). 


% sin’, 


Zum. Beweis der Formel (5) beachte man, daß das Integral 


is - (IYıx 
(7) = [Vı+% day 


durch die Substitution 


(8) | a d -— -pCofudu 
in | | 
(9) 1-3» [run ni 2u, +2) 


fat Aufg. 16, 8. 68) Rbergehl: Hieraus folgt leicht Gleichung (6), 
denn es ist 


ay 
Be 
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daher nach (8) 


2 cos x 


4 a R 
Sinu=coa, Cofu= an Sin 2u= z' 
Ferner ist 
Sofa + Einnahme, 
somit | 
5 1. & 
0) 7 w-heotz—=—lutg 


Die Einführung dieser Ausdrücke für Sin2« und für « in (9) er 
gibt: sofort; die Sm (6). Übrigens ist leicht ersichtlich, dab | 


z» Ein 2u, = : Dane £ 


4 + sin’e, 


das schon oben erwähnte Stück RP, der Tangente des "Prniktäs P, dar- 
stellt, so daß sich die Gleichungen (6) und (9) durch 


(11) s- RB —-phtg@ = RP, +Zpm 


‚ersetzen lassen. 
9. Die Bogenlänge der logarithmischen Linie y= a ln x mit Hilfe 
der Substitution @: x = cot z zu bestimmen. 


Das Integral 
© | - [VYırzar 


verwandelt sich durch die angegebene Substitution in 


2q 
adz 


s- 1 
sinz cos?z’ 


2, 


woraus nach Multiplikation des Zählers mit dem Faktor1 = sın?z + EORR 
das Integral 


32 


sın 2 1 
(2) 3 | SE - a nn) dR 


” 


“ı 


hervorgeht. Nach Aufg. 80, 8. 101f. und Aufg. 58, S. 94 findet man 
hierfür 


(3) | | el 


# 


09 2 
* 


Die Grenzen z, und 2, sind natürlich diejenigen Werte von z, die auf es 
Grund der Substitution a:2x = cotz ux=xz, und«=x, gehören, ie 


” 
R 
% 
3 . 
4 
+ 
« 


Be 
F 
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Auch mit Hilfe der hyperbolischen Funktionen läßt sich das u | 


u al (1) berechnen. Durch die Substitution 


geht nämlich (1) über in 
| & 
SR &of? 
# u | aan, 


und wenn man hier den Aus, durch 1 + Sin?« ersetzt, folgt. 


5. | ri 
(5) s=-— a) (ers - ') du = al&otgu — “ 


% 


‚Die Grenzen u, und u, ergeben sich aus a: = Sinu, wenn manz=2z, 
bzw. z= x, setzt und nach u auflöst. 


10. Die Bogenlänge der Ellipse 


3 2 
(1) | = +5 -1 
zu berechnen. 
Hier wird 
Mar. au u... © 
ER Va’_z: _ x: 3 

daher 
> | -[ V a de, 
woraus nach Einführung er numerischen Exzentrizität & = — Ve — 
das Integral 


(3) | s [VER = 


‚hervorgeht. Dies ist ein elliptisches Integral, denn würde man durch 


Erweitern mit Va? — 2? oder mit Ya? — x? die Irrationalität des 
Zählers bzw. des Nenners beseitigen, so bliebe noch eine Quadrat- 
wurzel aus einer ganzen Funktion vierten Grades von x (vgl. Regel 1, 
S.208f. und Regel 5, 8.209). Mit Hilfe der Substitution € = a sin p 


erhält man 
Pa 


I s-a/Vi-Fsin’pdp, 
Mi 


BED SENSE SE LEERE ER SE EN a a 
? & KSTE) Kar HE IrDA N he ; rl BR “u 
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also nach a 7, 8. 210 ein ra Integral. zweiter Gattung; aber r 
ist @, = arc sin 7 2, Pa = arc sin =. Dieses Integral läßt sich nun dureh | 


Entwicklung de Integranden in eine unendliche Reihe berechnen. Mit 
‚ Rücksicht auf die Ungleichung sm’ p<e?<1l ist die Reihenent- 
wicklung RR 


i, 1 

(5) (1— sin? p?—=1-— z esinp— nn sin! p — u sin’ p mu 

gestattet. Da überdies diese Reihe gleichmäßig konvergiert (vgl. Teil I, 

8. 75 und im vorliegenden Teil 8. 193), ist auch ihre gliedweise Inte- 

gration erlaubt, wobei die Formel in Aufg. 71, S. 97 anzuwenden ist. 
Wir wollen die-Integration zur Berechnung des Pe 7 

der Ellipse durchführen; die Grenzen sind alsdann g, —=0 und , =$z, 

man hat daher das vollständige elliptische Integral E (vgl. Regel 7, 

S. 210) zu berechnen. Mit Hilfe der in Aufg: 76, 8. 99 bewiegenen 

Formel | * 


findet man dıe Reihe M 
(6) a=aE(e, In = ) er En he) 


in der das erste Glied +arx den Viertelumfang des über der großen 
Achse der Ellipse als Durchmesser beschriebenen Kreises ausdrückt. 
11. Die Bogenlänge der Kurve y = sinx zu berechnen. 
Man findet | | 


ZEN Bl er, 
s = y! 2. co dr nl Vi -4sin’ade, 


also ein elliptisches Integral zweiter Gattung, das schon in Aufg, or 
näher betrachtet wurde, t 


12. Man soll zeigen, daß der von t=0 bis t=2x gerachnete Bogen 
der Zykloide 
e=at—Lbsint, y=a—bcost 


so groß ist wie der Umfang einer Ellipse mit den Halbachsen a, =a +, 

-d,=|a—b|. Die Kurve entsteht dadurch, daß ein Kreis (Radius «) 
auf einer Geraden (x-Achse) ohne zu gleiten rollt; ein mit dem Kreis 
fest verbundener Punkt (Abstand vom Mittelpunkt gleich b) beschreibt 
die Kurve (vgl. Teil I, 8. 47). 


Bogenlänge der Ellipse und der Zykloiden. 979 
Für den erwähnten Bogen der Zykloide findet man 


enmpabenere heat mann nn ee een nee 


% Ä 
Be: Be 


worans mit Hilfe der Substitution = x — 2p das Integral 


a) ee urn |Vi=, u suinpdg 


hervorgeht; hierbei ist an a sicher ein echter Bruch. 
Für die Bogenlänge der gemeinen Zykloide (a=b) vgl. Aufg. 1, 


8.269 £. und Teil I, 8.165, Aufe. 36. 


- Andererseits hat man für den Umfang einer Ellipse mit en 
Halbachsen a, und b,, wie in Aufg. 10 gezeigt wurde: 


iz 


(2) 4 = 4a, In — 2’sinpdp, wo 2°= ze ist, 
Die beiden Ausdrücke $ und 4g werden einander gleich, wenn die 
Ä A gen 
a°—b: 4ab 
Kearney 
} | (@+ b) 
stattfinden. 


13. Wenn ein Kreis X, vom Radius 5 auf der Außenseite eines 
festen Kreises X vom Radius a rollt ohne zu gleiten, so beschreibt ein 
mit dem beweglichen Kreis X, fest verbundener Punkt P eine Kurve, 
die gewöhnlich als Epißrochoide bezeichnet wird. Berühren sich die beiden 


Kreise zu Anfang der Bewegung im Punkte z= «a der Abszissenachse 


und hat alsdaun der vom Mittelpunkt des beweglichen Kreises um die 
Strecke & entfernte Punkt P die Abszisse z=a+b-+c, so gilt für 
die von P beschriebene Bahn die Parameterdarstellung 


) 2=(a+b)eost+ccos td, y=(a+b)snt+cesi wu ; 


Der Parameter t hat hierbei dieselbe Bedeutung wie bei der in Aufg. 2, _ 
S. 270 behandelten Epizykloide, die man aus (1) fürc=b erhält; bei 


ihr liegt P auf der Peripherie des rollenden Kreises. 
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Man soll nun zeigen, daß der einem einmaligen Abrollen des 
K, entsprechende Kurvenbogen 5 so lang ist wie der Umfang einer 
Ellipse mit den Halbachsen 


By u EL ,— rn 
Der Kürze halber werde a&+b=p, er = 1 gesetzt; alsdann i 
folgt aus (1): | en, 
 de=— (psint + cAsin Andt, dy= R cost + cA cos Al)dt, 


ds®=da?+dy? ee A-+ 2percos = (p+ ca)? — 2peA (1 —cos ’) | 
daher N 


(3) s-(p+ ef Vi ae sin? 2E ae, 


wo noch die Integrationsgrenzen festzusetzen sind. Ist seit Anfang der 
Bewegung der zu einem Zentriwinkel p gehörige Bogen barcp des 
Kreises K,") längs des Bogens aaret des Kreises K abgerollt, so be- 
steht die Beziehung at= by; hierbei gibt p auch den Winkel an, um 
den sich X, seit Anfang der Bewegung gedreht hat. Während eines 
einmaligen Khrollans der ganzen Peripherie von X, durchläuft arc p die 


Werte von O0 bis 2% und arc i die Werte von O bis daher sind 


4-0 unddh- = die Grenzen des Integrals @). Führt man aber 


% = at:2b als neue Veränderliche in (3) ein, so werden y,=0 und 
%,= 7 die ie Integrationsgrenzen, und man erhält 


1)2b | i 
(4) iR et )2b (Va m no as dy, 
wofür nach Aufg. 5, $. 74 | 
& 2)b | 
a Be 2 Van atom sn’ ydy 


gesetzt werden kann. 


Andrerseits hat man für den Umfang 4g einer Ellipse | mit den 
Halbachsen a,, b, nach Si 10: 


 . , 
(6). 4q= 4a, In — a dg, wo 2’= Fe ist. 
! ; L 


u nn 


1) Arcy bedeutet den zum Zentriwinkel p eines Kreises vom Radius Eins h u 
eich Kreisbogen, | Fa 
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Die Ausdrücke (5) und (6) werden ehder gleich, wenn die Be- 
ziehungen stattfinden: 
ren (a-+d)(b + c) 1A, Er 4bc 
re re a rn 
Ähnliche Beziehungen zu einer Ellipse gelten natürlich auch 
dann, wenn der Kreis X, auf der Innenseite des | | 
festen Kreises abrollt, also im Fall der Hypo- 
 trochoide.) 
14. Bei jeder logarıthmischen Spirale r=a° 
ist die Länge des vom Anfangspunkt bis zu 
einem beliebigen Punkt P,(r,, ®,) der Kurve 
. ‚gemessenen Bogens so groß wie die Länge der Fig. 61. 
zu P. gehörigen Polartangente P,7’ (Fig. 61). 
Die Länge T der Polartangente ist nach Teil I, 3. 66 


T- GVr+r 3 eg + (In a)? a 
die Bogenlänge wird 


a a u sr on on 7 x = 3 ae TEYV  s 
n N ee ee En = 
. - Mr ? RER a FRE EN a Eu Ws 

ner E 2 Sr u 


9 
a EL LE LEE 
s=-yYl+ Tan |nrae = Kun s + (Ina). 


‚ Der darch zwei beliebige Punkte P,, P, der Kurve DeBrebıe 
Bogen wird | 


1 eg 


Nun ist bei der logarithmischen Spirale der Winkel y zwischen Tangente 
' und Radiusvektor konstant, und zwar hat man tgy=1:1na (vgl. 
Teil 1, Aufg. 31, S. 54); daher wird 
n-—r 
og 

wenn man noch die Radienvektoren = ah, 1, = a°* einführt. 

15. Die Bogenlänge der Kardioide r = p(1l + cos®) zu berechnen. 
Vgl. Teil I, 8. 63 £. 

Man findet leicht 


Fa 


en dd = 4p[sin s), 


Der a der ganzen Kirre wird N = 8p. 

| 1) H. Wiener [Mitteilungen des ei, naburw. Vereins in Wittenberg, 
2. Serie, Bd. 9 (1907), S. 46—50] zeigte rein geometrisch, daß die Rektifikation 
der Epi- und Hypotrochoiden auf Ellipsenbogen führt. 
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16. Die Bogenlänge der Zissoide 


| | a.sun?? 
{1) = 20 
zu berechnen (vgl. Teil I, S. 62£.). 
Man findet | 
Fa 
(2) . 8=2a nn vi+3co®#d#, 
Y 


ein Integral, das durch die Substitution Y3cos®—=1:z in 


(3) s=24Y3 fv# and ee a ev dz 


übergeht. Der erste Summand der rechten Seite wird durch die Sub- 
stitution 1:2 = u, ohne Rücksicht auf die Grenzen, in 


—2ay3 = 2a Vin (% ya ®+1) 
— — 2aV3In(V3 cos#®+yY1 +3 c0s’$) 


übergeführt, der zweite ist gleich 2aY3 (1 +2) = zent u, 
Daher ergibt sich 


Ba RE, ERERERE SEAN LINDA UNE | Gr 
(e.e- a Väln (VB eos# +Vi+ 300839) |, 


und wenn man zur Abkürzung Y3cos$,+y1+3 cosd,=«,, G-1 ‚2) 
. setzt, folgt 


(5) 234 — ine |" 
17. Die ae der Lemniskate r!= 2 ccos2# zu bestimmen. 
2 j 
Mit Hilfe von - on ns folgt _ 
dr\® Bert. 
| Ahle se 
daher 
NR u 
1 = 2 en /2 TEE SEE 
W ner cr J Vıi-— 2sin??} 


N vw 


Dieser Ausdruck erinnert an die Normalform 


de 
k a; Eee 
a ar Vi kisin®s 


23 Bin 62 Aka ae a Fe MESZ EIER Sea 
RR RETRO ae 
x . . . 


«“ 
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| des elliptischen Integrals erster Gattung (vgl. Regel 7, S. 210), jedoch 
muß bei dieser O<A?<<1 sein, während nun k’=2 ist. Um die wirk- 
liche Normalform herzustellen ist in (1) durch die Substitution 2 sin? # 
= sin’p eine neue Veränderliche einzuführen, und zwar ist diese Sub- 
stitution erlaubt, so lange Isinp|=|Y2sin®#|<1 oder jsin$!<-+1y2 
ist. Diese Ungleichung ist aber für alle Punkte der Lemniskate erfüllt, 
denn im ersten Quadranten entsprechen reelle Kurvenpunkte nur solchen 
Polarwinkeln, die im Intervall 0<#<S45° liegen, und in diesem Inter- 
vallist O<sin® <+4Y?2. Auch in den übrigen Quadranten ist für 
reelle Kürvenpunkte stets |sin®| <+ 1 Y2. 

Durch die Substitution 


2smd =sin’p, cos9d} = - cospdp 
geht aus (1) die RR, 


Pa 
(2) en KU Snzyermserarsne ee ungern 


Pi 


hervor; insbesondere für den von O bis $, bzw. 0 bis p, gemessenen 
Bogen der Lemniskate erhält man das elliptische Integral erster Gattung 


| f ar Sa 
@ fe en), 


das nur durch nn in eine unendliche Reihe berechnet werden 
kann. Es gelten in dieser Hinsicht dieselben Bemerkungen wie bei dem 
elliptischen Integral zweiter Gattung für die Bogenlänge einer Ellipse 
(vgl. Aufg. 10, S.277£.). Wir verziehten darauf, diese Reihenentwicklung 
hier zu geben, zumal dies in Aufg. 5, S. 216 bei dem allgemeinen Inte- 
gral F(k,@) geschehen ist; übrigens wird in der folgenden Aufgabe der 
Umfang der ganzen Lemniskate berechnet. 

£ 18. Den Umfang eines der n unter sich kongruenten Blätter, aus 
denen die Sinusspirale 


(1)... r" = a* cosnd 


besteht, zu berechnen (vgl. S. 254). 


Der halbe Umfang $u desjenigen Blattes der Kurve, das die in der 
Richtung # = 0 verlaufende Polarachse zur Symmetrielinie hat, wird 


durch die Punkte ?= 0, r=a und $ = — = ‚r=0 begrenzt; man 
hat somit 
in 
[y 7 ER 
{ ei En) 


(2) Erz 3,% ‚ Vr-+( (5) dd. 


€ 
N) 


\ 
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Mit Hilfe von | N ala 2 
dr aeinnd ” 
a ae 
Ren. co " n®# 
folgt 
[ea 
h r 1 Bun i-n 
BI ler afcoo" x nd.49, 
[4 
| ö 


woraus durch die Substitution n® = @ die Formel _ 


(4) | Ju cos " pdp 


hervorgeht. Dieses Integral läßt sich durch en. 8! aus- 
drücken, denn nach Aufg. 10, 8. 243 ist 


5) 7 m e) 1) nr") 
(5) Jon pAp = ra) — u: Iyr rat)? 


wobei m +1>0 sein muß. In dem Integral (4) ist m+1 -—ı, 
daher wird 


1, _ at) _ 01,0 
6 — Um — 2m. EAN zn 
2 am ar) a I 


wofür nach Aufg. 5, 8. 241 auch 


24 
(d u--B(,.,5) 
gesetzt werden kann. 
Insbesondere für die Lemniskafe | 
r? = 20? 00828 (a=2c, n=2) 

ergibt sich | 0 

„ev? r@)rG) _ V:yz rG), 

a rG) 
Da die en aus zwei Blättern besteht, wird ihr gesamter Um- \ 
fang L gleich 24. Nun ist nach Aufg. 7, 8. 241 


KOUCBF el 
daher 


ve 


ke ar a) FIAT 
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"Bei Berechnung von F'(3) mit Hilfe der Tafel 8. 245 hat nat die 
Formel F(4) = 4f (2) (vgl. Aufg. 4, S. 240) zu benutzen und findet als- 
dann F(4) = 4 0,90640, daher 
(9) TR 16 c- 0,90640° 


ei 


Übrigens ergibt sich nun leicht ein Z usammenhang zwischen dem 
vollständigen elliptischen Integral erster Gattung X (Vi) (vgl. Regel 7, 
S.210) und dem Ausdruck F(4). Denn nach Aufg. 17 ist die Bas 
länge 5L eines Quadranten der Lemniskate: 

1: 
1 z ds dp 
ya N een == Area De Fe =t:K u», 
0 


daher folgt 
4yaKlyz)= (TG y)% 


19. Ist B der eine Endpunkt der kleinen Achse einer Ellipse, A der 
eine Eindpunkt der großen Achse und sind 7,, 7, zwei solche Punkte des 
durch B und A begrenzten Viertelumfangs der Kurve, daß ihre Nor- 
malen vom Mittelpunkt der Ellipse einen und denselben Abstand p, 
haben, so ei für die Bogen BT, und T,A die einfache Beziehung 


(1) | Br TArD, 


Er 
2 


Während die Länge eines beliebigen Ellipsenbogens nicht durch 
eine mit Zirkel und Lineal konstruierbare Strecke dargestellt werden 
kann (denn die Berechnung dieser Länge führt ja auf ein elliptisches 


Integral), ist also eine derartige Konstruktion bei der Differenz gewisser 


Eillipsenbogen möglich. Die Beziehung (1) ist zu beweisen. 
Der Abstand p der im Punkt 2 = a cost, y=bsint gezogenen 
Normale der Ellipse vom Mittelpunkt O der Kurve ist (vgl. Teill, 8. 123) 


1A Eee a 
= ur Ve! sin®t. = - bEcosit” Hier | 
Die Parameter i von solchen Punkten der Kurve, deren Normalen von O 
gleichen Abstand p haben, müssen daher die Gleichung 


(3) N con Le cos?f +* 0 


erfüllen. Wird diese Gleichung als Ouadiublache Gleichung für cos?t 
aufgefaßt und beachtet man, daß für alle Punkte eines und desselben 
Quadranten der Kurve cos? dasselbe Vorzeichen hat, so ist ersichtlich, 
daß es auf jedem Quadranten der Ellipse zwei Punkte P,Z, gibt, deren x 


Dingeldey: Differential- u. RAS seehralie II. 3. Aufl. 19 


a ah ZT N KR N AR 
RER A Fe GBR Be) BURN nen SHE 502 dr; uucr N 
MN Se ER. WERE ER, SUR ER 
7 ’ Hi A By \ Y N z 4 j 
k \ } 
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Normalen von O0 um die gleiche Strecke p entfernt sind. So lange 
p <a— b ist, sind diese Punkte reell (vgl. Teil I, S.51f. und 123); im 
folgenden möge dies vorausgesetzt werden. Die Parameter dieser Ponke 
seien Z, und 4,; alsdann folgt aus (3): 


’ 2m? 
(4) cos? t, + cos’t, = as ‚ .cos?t, cost, = - 


und hieraus geht nach Elimination von p die Gleichung 
[6)) a? (cos? t, + cos’t,)= a? +. cos? t, co’ tz 
hervor, die auch durch | 


NER RAT WIE 177 sin t, RR RR Sy 5, 
= Va?— c*cos?t, oder ---——t = Ya? — c* cos?t, 


\ 0 08 sin t, 
(6) cost, . 


cos ty 


ersetzt werden kann. Übrigens läßt sich die Beziehung, die zwischen 
den Parametern zweier Punkte P,, P, von der angegebenen Beschaffen- 
heit stattfindet, auch in der eifach Gestalt 


tg?t, - ig? we bira? 


schreiben. Die Wurzeln in (6) haben das Pluszeichen zu erhalten, wenn 
man sich, wie im folgenden geschehen soll, auf Punkte des ersten 
Quadranten beschränkt. Durch Differentiation von (5) ergibt sich 


mn 


a? sin a? sin t 
cat, dt, — — di, = ed (cost, cogt,) 


coß &, 


oder mit Rücksicht auf (6): 
ale Sy c? costt, at, — ur. c? cos?t, GO dt, = © d(cos t, c08 ih) 


Geht man von dieser Gleichung zwischen Differentialen zu der ent- 
sprechenden Gleichung zwischen den Integralen über und erstrecktman 
die Integration beim ersteu Glied der linken Seite von, =6, bsu =r,, 
so müssen beim zweiten Glied die Grenzen der Integration solche Werte 
= 0, ur, sein, daß die Wertepaare o,, 6, und a T, Bis Glei- 
chung (5) erfüllen wie das Wertepaar 4, £,. 


Insbesondere gehört zu 6, =+x der Wert =, ach ss etrist 
der Parameter des Scheitels ZB der Nebenachse der Ellipse, dessen Nor-- 
male von O den Abstand p=0 hat; außer B ist aber der Endpunkt A 
der Hauptachse der einzige Punkt des ersten Quadranten, dessen Nor- 
male gleichfalls durch O geht und o,=0 ist der zu 4 gehörige Para- 
meter. Auch die aus (4) folgende Gleichung cos*e, + 008’, Ge; P’): e 
ergibt dies sofort für Ki een undp=0. © 


FRE NEE NR NE EAN) WU: AN DERBBETMENDET. © RER EEE RNIRTZREN. PURE ER TRRH 7 ea 
) { ER, SINE ON 
a 
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Mit 6, =$z und 0, 0 als unteren Integrationsgrenzen folgt aus (7) 
(8) [Va Frost dt, — f Vo F eos, di, 


Ta 6° 
= —|cost, 0084, |, oz C08 7, 6087, 


wobei der Verabredung entsprechend r, und r dem Intervalle von O 
"bis $r angehören. 

Es seien nun 7, und Z, die zu den Panel r, und r, gehörigen 
Kurvenpunkte des are Out deren Normalen vom Mittelpunkt 
der Ellipse um dieselbe Strecke p, entfernt sind. Alsdann stellt 


a 
El 


-[VezEo cos? t, dt, — zexc cos?t, dt, 
Er | 

die Länge des Bogens BT, dar, während das andere in (8) auftretende 
Integral gleich der Bogenlänge 7,A ist; der Ausdruck = c0S 7, COST, 


ist, wie aus der zweiten Gleichung (4) folgt, G Di So wird dem- 
nach &) N mit: 


(9) h BT TA=P,: 


Der eine der beiden Punkte 7, 7, (z.B. 7,) kann willkürlich auf 
dem ersten Quadranten gewählt werden; der andere (7,) ist derjenige 
Punkt dieses Quadranten, dessen Normale vom Mittelpunkt 0 der Ellipse 
um dieselbe Strecke », entfernt ist wie die Normale des zuerst gewählten 
Punktes. 

Die rechte Seite der Bleinina (9) kann noch in eine andere Ge 


stalt gebracht werden. Wird nämlich 2.7 — 80897, 6087, mit a? er- 


weitert und bezeichnet man mit x, und ı, die Klenaen 0008 77, A COBTz 

von T, und 7,, so folgt 

Be | BT, -A= a =y 

wobei & = c:a die numerische Exzentrizität der Ellipse bedeutet.?) 
Auf jedem Quadranten der Kurve gibt es einen Punkt 7, dessen 

Normale vom Mittelpunkt O einen maximalen Abstand a — b hat; der 


1) Die Formel (10) hat zuerst G. di Fagnano im Jahre 1716 bewiesen. 
Vgl. Opere matematiche del merchese Giulio Carlo de’ Toschi di Fagnano, 
hreg. von V. Volterra, G. Loria, D. Gambioli, Bd. 2, Mailend-Rom-Neapel 
1911, S. 239. 


TON 
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ihm im Sinn der vorstehenden Betrachtungen entsprechende Punkt galt 
mit 7’ selbst zusammen (vgl. Teil I, S. 52 und 123, wo die Koordinaten 
von 7 angegeben sind). Für diesen Punkt 7 tritt an Stelle von 9) und 
(10) die Gleichung x 
(ai) BT—-TA=a-b. 

Sind $,, 5, zwei Ellipsenpunkte, deren Normalen von O um die 
Strecke p, entfernt sind, so ist nach (9) | 


0. BS, —8,A-p, 
und durch Subtraktion von (9) und (12) folgt 
BT, —- BS, —- (BRA-SA)=2,.—P, 


oder 
(13) SU —-Bs =, —D 
wofür auch | 
(14) Tr —- Ts, =Pp,—- 


geschrieben werden kann. 
20. Gelangt man bei Berechnung der Bogenlänge P,P, a Kurve 
y=f(x) zu dem Ergebnis 


(1) = |p(a)|®, 


so ist die zwischen zwei Punkten mit denselben Abszissen 2 "und % 
gemessene Bogenlänge s, der Kurve 


(2) y=aflz)+YVa’ —1p(e) 
durch NR 
(3) s. = [apl) + Ve ifo] 


gegeben. Dies soll bewiesen werden.!) 
Für die zweite Kurve wird 


(re tarera-Nge+ 2aye Ir) 


dz 


für die erste i 
(5) =1+f (2)? Er A (x)?; 


daher ist 1 = p’(az)?— f(x)? und durch Einsetzen dieses Ausdrucks 
an Stelle von 1 in die rechte Seite der Gleichung (4) erhält man 


(Ge) - VeZIr@+ay@))? 
und hieraus die en EN 


nn nn nn 


1) Vgl. O. Schlömilch, Zeitschrift für Mathematik und Phyaik, Ba. En 
(1870), 8. 218. | 
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21. Wird in jedem Punkt P der durch die Parameterdarstellung 


 &=o(Ü, y=v%(f) gegebenen Kurve k die Normale errichtet und auf 


ihr von P aus nach beiden Seiten eine Strecke von der konstanten 


Länge / abgetragen, so erfüllen die äußeren Endpunkte dieser Strecken 


eine äußere, die inneren Eindpunkte eine innere Parallelkurve. Die Para- 
meterdarstellung für die BT ist (Teil ], = Se 


1 = = Fe Me 

N Er arg a Vr 

Es sei nun s ein durch die Punkte P,, P, begrenzter Bogen der Kurve k,# 
o sei die Länge des durch die Normalen von P, und P, begrenzten 


Bogens der äußeren oder inneren Parallelkurve; ferner sei y das Bogen- 


maß des von den Normalen in ihrem Schnittpunkt ( gebildeten Winkels 
P,CP,. Alsdann findet die Beziehung statt 
(2) o6=s-+ly. 
Dies soll bewiesen werden. 
Man findet leicht 


daher | 
ER ER NR de 


Bezeichnet nun « den Winkel, den die in irgend einem Punkt P 
der Kurve k gezogene Tangente mit der positiven Richtung der x- Achse 
einschließt, so ist (vgl. auch Teil I, Aufg. 25, S. 162): 


day 2 Bil RL NR Bd Yyp 
A a aa & arc tg, Ra) a gi Ip? . 
Mit Rücksicht hierauf geht aus (3) die Gleichung 
o=-s+l/de=s+i arc (0, —.&,) 


hervor, in der das Zeichen arc das Bogenmaß der Differenz der Winkel 
&, und «, andeutet, den die in P, und P, gezogenen Tangenten der 
Kurve % mit der | Richtung der x-Achse einschließen. Der 
Winkel &, — «, ist aber gleich dem Winkel P,CP, der beiden Normalen. 

22. Ist p(u,v)= 0 die Gleichung einer Kurve k in Linienkoordi- 


.naten (vgl. Teil I, S. 178), so gilt für die Länge eines Bo;;ens s, der zu 


dieser Kurve mit bezug auf den Be deep O als Pol gehörigen 
Fußpunktkurve die Formel 

Vaut+ dr‘ +av 

ur 


ST? 


Dr ae Bis We 
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Zum Beweis sei OP,=r die Länge des Lotes, das man von O auf _ 
die in irgend einem Punkte P der Kurve k gezogene Tangente fällen 
kann; 9 sei der Winkel, den dieses Lot mit der po- 
sitiven Richtung der x-Achse bildet (Fig. 62). Als- 
dann ist nach Regel 3, S.268f. 


| ds, = Vr?d9°-+dr? 

* der Ausdruck für das Bogendifferential der Fuß- 
punktkurve. 

* Die zur Tangente von P gehörigen Linienkoordinaten u, v sind 

(vgl. Teil I, S.178) die negativen reziproken Werte der Länge der Stücke, 

die diese Tangente auf den Koordinatenachsen abschneidet; daher ist 


Fig. 62. 


ferner 
au + ar hart det. 
Mit Hilfe von W +? =1: A folgt hieraus die zum Beweis vorgelegte 
Formel.‘) 
23. Der Zusammenhang zwischen den rechtwinkligen Koordinaten 
x, y,2 eines im Raume gelegenen Punktes P und seinen räumlichen Polar- 
koordinaten r, %, & wird bekanntlich durch die Gleichungen 


(1) x=rsnypcosd, Y -rsinysind, Z=rcosp 


vermittelt, in denen r die Länge des Radiusvektors von P bezeichnet. 
Der Winkel 9 hat die analoge Bedeutung wie die geographische Länge 
eines "auf der Erdkugel gelegenen Ortes, er kann 
also, je nach der Lage des Punktes P, alle Werte 
von 0° bis 360%. annehmen; dabei legt der Null- 
meridian ın der x3-Ebene (Fig. 63). Der Winkel 
'% bestimmt den auf dem Meridian von P ge- 
messenen Abstand NP vom Nordpol N, durch 
‚den die z-Achse hindurchgeht; daher möge p die 
Poldistanz genannt werden. Dieser Winkel kann | 
alle Werte von 0° bis 180° annehmen. | 

Man soll nun zeigen, daß die Bogenlänge 
einer auf der Kugel r=a gelegenen und durch 
2 f\#) dargestellten Kurve durch 


(2) sa [Vars+@) = | Vonv (a) da 


gegeben N 


1) vol. 1. A. Transon, Nouvelles Annales de Mathematiques, 2. Serie, Bd. 8 EL | 
ee) S. 198; G. Fouret ebenda, S. 516--518. i 


EN LT NV ya a MN 
Boncnlänge gewisser | 991 
Setzt man in den Gleichungen (1) r=a und denkt man sich 


&=f(#) in (1) eingetragen, so sind &,y,2 Funktionen von #; nach 
Regel 4 und 5, $. 269 wird alsdann 


re 


| und zwar findet man hierfür 


24, Wird ein Punkt P(x,y,2) einer beliebigen Fläche mit zwei 
benachbarten Punkten R und $ durch Bogenelemente ds bzw. de ver- 
bunden und sind x-+dz, y+dy, 2+dz bzw. c+öx, y+dy, z-+0dz 
die Koordinaten von R bzw. 5, so besteht für den Winkel «, den die 
beiden Rorischrätbifigefichtan gen PR und #3 miteinander bilden, die 
Formel!) 


| dede+dyöy+dedz  dedcs+dydy-+dzde 
l) cs a I. 
| Vaa: + dy? + dz’Ysat + dy°+ 92° | dsös 


Mit Hilfe dieser Formel soll gezeigt werden, daß auf einer Kugel 
diejenige Kurve, die, von dem beliebig gewählten Punkte P, der Kugel 
ausgehend, alle Breitenkreise unter konstantem Winkel &« schneidet, die 
Gleichung hat 


ati gi — (F-Hu)ige. | 
Hierbei haben y und $, analog 4, und d,, die in Aufg. 23 angegebene 
. Bedeutung. Man nennt diese Kurven Lorodromen.?) 


Ist r= «a der Radius der Kugel, ds = PR das Bogenelement der 
Loxodrome, ös = PS das Bogenelement des durch P gehenden Breiten- 
kreises, für dessen Punkte % konstant, also dy = 0 ist, so hat man nach 
Aufg. 23: 


ER asnysindd$, dz=—asinysin®#0d®, 
dy=acosysin®dy-asinvcos#dd, Ööy=asinypcos# 0%, 


dz=—asinydy, | Ä 62=0, 
ds = a Ysin? v d8? + dy%,  ds=asinyöß. 
re a Ale j de dy 
1) Diese Formel ist leicht zu beweisen. Sind nämlich Eee FR 
dz de :, 84 ö2 


Zn und vr eek yon, Kr a -w die Richtungskosinus der Richtungen 
PR und PS, so gilt für den Kosinus des durch ds und ös gebildeten Winkels 
bekanntlich die Gleichung cosa = xx’ AP + uw. 

2) Vom griechischen Ao&ös, schief, und dgöuos, Lauf. 


KR EN ESS ERRRO PURE HA RN Ehe SEN FÜR SCENE PS ANTEUEE HERE 
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Daher wird nach (1): | 
a’ sin’y dA 8 ER sin» de 


(3) cos a = — en = eeaglhe 

a? sin % Von’ y da’ + ay'oo Vsin! ae dd’ r do: 
oder | 
(4) rn Ligadt. 


sin ap 


Bezüglich der beiden En, der rechten Seite dieser Gleichung 
ist folgendes zu bemerken. Von einem Punkte P aus kann man auf 
dem durch P gehenden Breitenkreis in zwei Richtungen fortschreiten, im 
Sinne der wachsenden oder im Sinne der abnehmenden geographischen 
Länge ®. Ist «& der Winkel, den die Fortschreitungsrichtung auf der 
Loxodrome mit der aut dem Breitenkreis markierten Richtung der 
wachsenden ® bildet und wird der Winkel « von dieser Richtung aus, 
die sich nach Osten erstrecken möge, in dem der Bewegung eines Uhr- 
zeigers entgegengesetzten Sinne gemessen, so ist in (4) rechts das Minus- 
zeichen zu setzen, während die Quadratwurzel in (3) das Pluszeichen zu 
erhalten hat. Durch Integration von (4) ergibt sich alsdann nach Aufg, 58, 
S. 94 die Gleichung (2). 


25. Es ist zu zeigen, daß bei der soeben für die Vorzeichen ge- 
troffenen Verabredung die Bogenlänge der Loxodrome gegeben ist durch 


3: s-—- 4, bh): 
Nach Aufg. 23 ist 


‚woraus mit Rücksicht auf (4) in Aufg. 24 die Gleichung 


@ el +) 


sın 
Ur 


hervorgeht. 

Soll s stets positiv sein, so ist in (1) das. Minuszeichen zu setzen, 
denn man kann sich leicht überzeugen, daß sin« und dy. stets engen 
‚gesetzte Vorzeichen haben; dabei wird natürlich angenommen, daß man 
die Loxodrome vom Punkte P, nach P, hin durchläuft. 


Auch die Meridiane und Breitenkreise sind Loxodromen; von diesen 
zwei besonderen Fällen abgesehen sind die Loxodromen transzendente 
Kurven, die sich asymptotisch den Polen der Kugel nähern. Sie sind 
äbrigens i im allgemeinen keineswegs kürzeste Linien auf der Kugel, denn 
solche Linien sind die größten Kreise; also nur der Äquator und u 
Meridiane sind zugleich Loxodromen und kürzeste Linien. | 
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Betrachten wir z.B. den Unterschied zwischen der Bogenlänge der 
Loxodrome, die Pernambuco in Brasilien mit Lissabon verbindet und 
der Länge des durch diese Orte gelegten Bogens des größten Kreises. 

Die geographische Länge von Pernambuco (P,) ist ”_ 325°8’östl.L. 
von Greenwich, die geographische Breite 8°3’ südl, daher %, = 9803’, 
für Lissabon (B,) ist 9, = 350049’, die geographische Breite 38'427 nördl., 
daher %, = 5118”. Mit Hilfe en 


Intgly,— % tg4-%, = 2,350259 (logtg4 y,— legte ty, )= — (—d,)tga 


(vgl. (2) in Aufg. 24, 8. 291) findet man für den Winkel «, unter dem 
die Loxodrome P,P, die Breitenkreise schneidet, den Betrag 62°52'; 
die zugehörige Bogenlänge wird nach (1): 


s= 0,9169 a, 


wo a = 6370300 m die Länge des Erdradius bedeutet. 

Die Bogenlänge ! des durch P, und P, gelegten Bogens des größten 
Kreises findet man nach einer Hornet ir sphärischen Trigonometrie 
gleich 0,9163. Der Unterschied der Bogenlängen s und | ds BOinpich, 
beträgt nur 0,0006, also rund 3800 Meter, das sind etwa ‚©,,%, der 
kürzesten auf der Kugel gemessenen Entfernung I der beiden Orte. 

Der Unterschied der auf der Loxodrome gemessenen Bogenlänge s 
und der Bogenlänge / auf dem größten Kreis ist wesentlich größer, wenn 
bei großem Längenunterschied die beiden Orte in höheren Breiten der- 
selben Halbkugel liegen. So ist z. B. für die Orte Kapstadt (9, = 1829’, 
y, = 123°56°) und Melbourne (8, = 145°, y, = 127° 50) 


s = 1,1868 a = 11382 km, 
l = 1,6182a = 10308 km; 


der Unterschied beträgt hier 10,4%, der kürzesten auf der Kugel ge- 
messenen Entfernung 1. 

Die beiden Beispiele zeigen, daß der Unterschied in der Länge des 
Weges bei der Seefahrt auf der Loxodrome oder bei der Fahrt auf dem 
größten Kreise (der sogenannien orthodromischen Seefahrt) in manchen 
Fällen kaum in Betracht kommt, in anderen Fällen ziemlich groß ist. 

In der modernen Seefahrtskunst wird eine Berücksichtigung des 
orthodromischen und loxodromischen Kurses bevorzugt, indem man 
beide ineinandergreifen läßt. Wir wollen nicht versäumen, bei dieser 
Gelegenheit auf die Bedeutung der Loxodromen für die Herstellung geo- 
graphischer Karten hinzuweisen. Der Geograph Gerhard Mercator 
(eigentlich Kremer, 1512-—1594) hatte sich die Aufgabe gestellt, eine 
ebene Abbildung der Erdoberfläche anzufertigen, bei der den Loxo- 
dromen gerade Linien entsprechen. Auf einer solchen Karte „in Mer- 
cators Projektion“ (Seekarte) kann man den zwei Orte verbindenden 


BERKER ER 
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KEIN 


Schiffskurs als gerade Linie einzeichnen, und der Slalermnanı des Schiffes 


hat nun den Vorteil bei der Fahrt denselben Kompasstrich AN zu. 


können. Diese Abbildung wird durch die Gleichungen 
(3) ! g=arcd, = —Intgsv 
vermittelt, vermöge deren der Loxodrome 

(4)  lntgip Intel. = — (d —Bu)tge 

(vgl. (2) in Aufg. 24, 3.291) die Gerade | 

(8) nm )tge 


in einem System von rechtwinkligen Parallelkoordinaten &, 7 entspricht. 


Die Abbildung (3) hat überdies den Vorzug konform oder winkel- 


treu zu sein, d.h. einer auf der ursprünglichen Fläche gelegenen Figur 
| F entsprieht in der Abbildung-eine Figur F\, 
die F ähnlich wird, wenn die Dimensionen von 
F nach Null streben. !) Den Breitenkreisen 


den sind in der Abbildung sehr ausgedehnt, 
denn für geringe Poldistanzen y» wird 7 sehr 


Ausnahmestellen, an denen eine winkeltreue 
Abbildung nicht mehr vorhanden ist. 


einem Kreiszylinder, der einen Kugelradius OA—= a zum Durchmesser 
seiner Basis hat, ist durch die Gleichungen 


a a ee a@=0 und ala az) 
der Kugel und des Zylinders bestimmt (Fig. 64) Bei Buben räum- 


licher Polarkoordinaten (vgl. Aufg.23, 8. zu) ergibt sich für die Se 


kurve die Parameterdarstellung 
= ssin'y, y- an nd s=acosy. 


Man soll nun die Länge des im ersten Kugeloktanten gelegenen 
Teils der Schnittkurve berechnen. | 


1) Für das nähere Studium der nen Abbildung der Kugel auf die 


Ebene verweisen wir auf G. Scheffers, Anwendung der Differential- und Inte- 
gralrechnung auf Geometrie, 2. Bd. Einführung in die Theorie der Flächen, 


Leipzig 1902, 8. 75--89; auch die flächentreue Abbildung der Rotationsflächen u 
wird daselbst (8.40—53) ausführlich behandelt und ebenso wie die konforme Ab- 
bildung insbesondere für den Fall der Erdkugel durch zahlreiche interessante oe 


Figuren vor Augen geführt. 


entsprechen parallele Geraden; die Polargegen- 


groß, für d = (0 wird „= oo. Die Pole sind 


26. Die Schnittkurve einer Kugel Se | 


2 a a be ee Lian a a Ba Ey ERROR N 
% ar h Wr y nF Br 2 ar! e wo “ Or » 
ale 


n 
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| Mit Rücksicht A: ur As y’— ar 0 findet nach Gleichung (1) in 
Aufg. 23, 8. 290 zwischen % und & die Beziehung sin?v — cos? # statt, 
'vermöge deren man nach Gleichung (2) in Aufg. 3, 8. 290 | 
1 


Ai 4 | y 
s=-a/V l+sınrvdy= [VIEH 88! 48 
Br 0 


erhält. Hierfür kann auch 


2 
— zz 


s- ya [Ve Ten — 4sin? #49 


gesetzt werden, man hat daher das schon früher (Aufg. 10, 8. 277£.) be- 
handelte vollständige Integral zweiter Gattung. 


8 18. 
Volumen und Oberfläche von Rotationskörpern. 


3. Dreht sich die Kurve y= f(x) um die x- Achse, so entsteht eine 
Jeotationsfläche. Durch diese Fläche und durch die zwei zur Achse recht- 
winkligen Ebenen x —= z, undz =r, wird ein hotationskörper begrenzt, 
dessen Volumen durch 


(1) van de. 


. gegeben ist. Hierbei sei y= f(x) eine in dem Intervall von bs. 
einschließlich der Grenzen eindeutige, endliche und stetige Funktion. 
“2. Der Maniel dieses a hat den Flächeninhalt 


(2) 0= 7 [eyırd Mare fuyir@) 


Ist die lkichang der rotierenden Kares von der Form „"’=gp(x), 
so schreibt man den Ausdruck für O zweckmäßiger in der Gestalt 


(3) | 0 22 | Yr+ (v2) da. 
m 
| Beispiele. | 
1. Volumen und Mantel des Körpers zu berechnen, der aus einem 


Rotationsparaboloid durch zwei zu dessen Achse rechtwinklige Ebenen 
_ herausgeschnitten wird. 


BEER RO TERRA RRDFE I N  im sn 2 5% 
v Y , “ {ri e b “ ; x r 
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| Ist y„’ = px die Gleichung der das Paraboloid durch Rotation um 
die x-Achse erzeugenden Parabel und sindz=x,2=x, die Glei- 
chungen der Schniktebenen, so wird 


vr- » fpadz = 392 (%° — 2°), 


0-22 | Vor Hiper -$aVple+ in?) 


| Der Ausdruck für O läßt sich noch in eine andere Gestalt von be- 
mer kenswerter Einfachheit bringen. Führt man nämlich wie in es 8, 
5.275 durch die Substitution 
9 _IE_ Sinu 
PB MN 


hyperbolische Funktionen ein, so wird 


12 h - 2 p’r 8 rg 
0-zp'7 Sin u Cof’u du = —- (Lof’w — Co’). | 
Hierfür kann auch 
O=3r2(,—9,) 


gesetzt werden, wo o, und go, die Längen der den Punkten P, und P, zu- 
gehörigen Krümmungsradien bezeichnen, denn ein beliebiger Punkt der 


Parabel hat den Krümmungsradius 
e=+pLoju. 
Bezogen auf ein System von Polarkoordinaten r, $, das den Brenn- 
punkt F' der Parabel zum Pol, ihre Achse zur Polarachse hat, ist nämlich 


BE Be 
ROTE — c089) 


die Gleichung der Parabel. Ferner findet man für die Länge des Krüm- 
den Ausdruck 
e=2r:cosy, 


wo y den Winkel zwischen dem Brennstrahl FP 
und der Normale PN von P bedeutet (Fig. 65). 
Da nun bei der Parabel der Brennstrahl FP und 


Fig. 65, die durch P parallel zur Achse gezogene Gerade 


gegen die Tangente T’P von P unter ‚gleichem Winkel «= 90° — x ge- 


neigt sind, ist auch XTPF=« und wie schon in Aufg. 8, S. 276 be- | | 


merkt würde, sina=1:&oju. So folgt 
0 - — = -9rCoin, 


mungsradius o eines beliebigen Parabelpunktes P 


.. 


Oberfläche des Rotationsparaboloids und ‚des Rotationsellipsoid.. 297 
und mit Benutzung von 


70 2(I—cCo89) 21 — cos 20) 4 sin? « 


ergibt sich die vorhin erwähnte Formel 
o=+pCofu sowie O=-4pr(,— 0). 


2. Die Oberfläche der Zone zu berechnen, die aus einem Rotations- 
ellipsoid durch zwei zur Achse rechtwinklige Ebenen herausgeschnitten 
wird, und zwar unterscheide man zwei Fälle, je nachdem das Ellipsoid 
dureh Rotation einer Ellipse um ihre große Achse (längliches Rotations- 
ellipsoid) oder um die kleine Achse (abgeplattetes Rotationsellipsoid 
oder a) a ist. 


a) Ist = +3 = 1 die Gleichung der Ellipse und a >, so folgt 
im ersten Fall bei Anmendung der Formel (3), 8. 295: 


0-3 [ven - (@— b)a’de, 


und bei Einführung der numerischen Exzentrizität e N. wird 
Te 


u ef Ve? — erde eva 27? ne — äre sin nah 
123 


Die Oberfläche E des ganzen Ellipsoids ergibt sich für 2, = — nn 
x, = a, und zwar erhält man 


ESSENER N SIAN: 3 
E= en leye— ea? + - are sine = 2nb | b-+ = are SID & }- 
_ Bei Einführung eines Winkels y durch siny = s und b:a = cosy wird 


E = 2abr (cos y+ En): 


sin y 


b) Rotiert dieselbe Ellipse um die y-Achse, so entsteht ein Sphae- 
roid, dessen Zone mit Hilfe von 


zu berechnen ist. Man findet bei Einführung der linearen Exzentrizität 
ce=YVa’— 3: 


0 f yo "+ eyray - lu + ai + in(ey +Va +e „)]: 


Yı 
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Die Oberfläche S des ganzen Sphoronds ergibt sich für y--b, 
=b, on zwar erhält man s 


= 2a Vere .- + pe tun ame 


be+ yo p nei) 
oder 
S= 2rala+ Sin BR): 

G—c 


Diese Formel geht bei Binführung von y vermöge siny=o: a, 
608% —=b:a über in 


S=2abx (5 + cotylutg (# + z)ı 


3. Welche Form muß eine vertikale Säule von kreisföormigem Quer-  - 
schnitt haben, wenn unter Berücksichtigung ihres Eigengewichts und 
einer am oberen Ende aufgelegten Last P jede Flächeneinheit eines 
jeden wagrechten Querschnitts gleich stark auf Druck beausprucht werden 
soll (Säule von gleichem Widerstand)? 

Man betrachte die Säule als einen Rotationskörper und lege durch 
ihre Achse eine Ehene (xy-Ebene), die die Säule in zwei Meridiankurven 
trifft; die Säulenachse werde als y-Achse gewählt, eine wagrechte Ge- 
rade, die durch die Mitte der die Säule am oberen Ende begrenzenden 
Kreisfläche geht, als x-Achse. Es wird uun gefordert, daß in jedem 
 wagrechten Querschnitt der Druck für je eine Flächeneinheit denselben 
Wert k habe. | 

Ein wagrechter Schnitt, der im. Abstand y unter dem oberen Ende 
durch die Säule gelegt wird, hat den Flächeninhalt z?#, erleidet daher 
den Druck kx?x. Da dieser Druck durch das Gewicht P der aufgeleg- 
ten Last und das Gewicht Q des über dem Querschnitt befindlichen 
Teiles der Säule verursacht wird, hat.man die Gleichung 5 


katz = P+RQ, 
. aus der durch Differentiation 2kxam da = dQ hervorgeht, wobei 
dQ=a’ndy-y 


ist, wenn y das Gewicht der Volumeinheit des homogen angenommenen 
Säulenmaterials bezeichnet. Aus der Gleichung 


| . 2kanda = atnydy 
folgt nun ydy = = ds und durch Integration 
yy = 2klus ar Ö. 


Die Integrationskonstante ( erhält man bei Kuda dieser Glei- N 
chung auf den obersten Säulenquerschnitt, der den Radius x, haben ! hi 


A SH Be) A Se sis) Noahdıe Zu 7, 0 a NE en BD E16 Ba Rn Kern ER ET Z ee DZ 
EN I N a Ne Ba A i 
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möge; für ihn ist y= 0, somit 2k In vr Ar o. Die Meridiankurve 


der Säule (Fig. 66) hat daher die Gleichung 


y-ln(E r) oder 2 on, 


Der Radius x, der Säulenbasis ergibt sich hieraus für y = !, wenn 


I. die Höhe der Säule bezeichnet; ferner folgt x, aus ka,’ = P. 


Bei Einführung der Flächeninhalte F = 2:7 und F, = 2,7 der zu 


den Radien x und x, BObörigen, Querschnitte folgt aus der Gleichung 
der Meridiankurve: 
rY 


F= Fyet. 


In ähnlicher Weise würde man die Gestalt eines Rotationskörpers 
bestimmen, bei dem die Zugspannung in jedem Querschnitt, % 
dieselbe sein soll, während das obere Einde des Körpers be- 
festigt oder aufgehängt ist (Schachtgestänge eines Berg- 
werks).') 

Da die Herstellung einer Säule oder Stange von der y 
vorhin berechneten Gestalt schwierig sein würde, setzt man ""s® 
meistens einige ale oder prismatische Stücke zusammen, deren 
Benuiniee F,, F,,... man nach der Formel 


YY, 


FR=Fe® Bela 


une, Es sei z. B. folgende Aufgabe gestellt: 
4. Ein Brückenpfeiler von 12m Höhe, der außer seinem eigenen 


Gewicht noch eine Last von 90000 kg zu tragen hat, soll aus vier gleich 
hohen zylindrischen Stücken zusammengesetzt erden. Wie groß müssen 


die Querschnitte dieser Stücke sein, wenn das Gewicht » der Volumein- 


heit des Baumaterials gleich 2,5 kg/edm ist und die zulässige Druck- 


spannung 30 kg/qem beträgt? Die Flächeninhalte der Querschnitte 
sollen in qdm angegeben werden. 

Hier ist 1 120 dm, k = 3000 kg/qdm. Der oberste Querschnitt 
F, folgt aus 7, - 3000 = 90000, nämlich F, = 30 qdm; für die folgen- 
findet-man FE — 30,159 qdm, F, = 31, 538 a F, = 32,337 qdm, 
für die Basis F,= 53, 155 qm. 


1) In diesem Zusammenhang kann auf die Klerstllive verjüngter Draht- 
seile hingewiesen werden. Diese Verjünguug wird erreicht, indem man entweder 
die Anzahl der das Seil bildenden Drähte abschnittsweise verringert oder die 
Drahtdicke unter Beibehaltung der Anzahl der Drähte abnehmen läßt. Seile der 


letztgenannten Art, die aus Gußstahldraht von 180 kg/qmm Bruchfestigkeit an- 
gefertigt sind, werden in den über 1000 m tiefen Schächten der Silber- und Blei- 


bergwerke in Pribram in Böhmen benutzt. Vgl. J. Hrabäk, Die Drahtseile, 
Berlin 1902, S.44;C. Bach, Die Maschinen-Elemente, 10. Aufl. „Leipzig 1908, 3.694. 
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5. Das Volumen und die Oberfläche des Rotationskörpers zu be: es 


stinamen, der durch Rotation eines Bogens der Kettenlinie y = m Coj (+) 
um die %- Achse entsteht. 
Hier wird 


Vom: fe Cop? (#) dx - "m Sin (* ) oil) + Es 


(vgl. Aufg. 16, S. 68), und wenn man beachtet, daß m| Sin (=) nach 


Aufg. 5, 8.271 gleich der Länge des rotierenden Bogens P,P, oder 


gleich [Ve— me] ist, ergibt sich 
h — 3 
vl en). 


Rotiert insbesondere der sich vom Scheitel $ der Kettenlinie (vgl. 
Fig. 33, 8. 67) bis zum Punkt P, erstreckende Bogen s,, so folgt 


Kr " (Ss + m). 


Für den Mantel des bei Rotation des Bogens P,P, entstehenden 
Rotationskörpers ergibt sich 


0-2: [nor( 2) dz, somit O=--V. 
Mm 


6. Der zu dem Intervall von 2-0 ois t=2x gehörige Bogen der 
gemeinen Zykloide 


x = a(t - — sin), y=all-— cost) 
rotiert um die x-Achse, Wie groß sind Volumen und Oberfläche dieses 
Rotationskörpers? 


Hier wird 
ar 9x 


Ro a’ | (1 — cost)’ di = Ba°z [sine tar, 
ö © 


| ir 
ad 
0= Bat | sin? dt, 


6 


/ | 
und wenn man an Stelle von i durch die Substitution = 27 eine neue 


Veränderliche r einführt, ergibt sich 


Bl aE.N:. 


V=16a’njein’rdı, O= 16a’n [sin’rdr, 
N) o 
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oder nach Aufg. 5, 8. 74: 


u In 
2 2 


V=3arrjsinsrdr,, O= 32a?r |sin’rdr. 
ö ö 


‚Nach Aufg. 76, $. 99 folgt also 
64 


V-dar, O=-Zun. 


7. Wie groß ist das Volumen des Rotationskörpers, der entsteht, 
wenn der im ersten Quadranten des Koordinatensystems gelegene Bo- 
gen der Evolute der Ellipse z=acost, y=bsint um die x-Achse 
rotiert? 

Für diese Evolute besteht nach Teill, 8.156 die Parameterdar- 
stellung 

x cos’t y— — einst 

a Ä b ‘ 
wo c die lineare Exzentrizität Va? — b? der Ellipse bedeutet. Man 
erhält. | : 
) r 


6, 
Va = z [sin’ teos’tdt 


2, 
3 


(vgl. die Fußnote zu Aufg. 3, 8. oe woraus mit Hilfe der Substitution 
i= 2x — r die Formel 


1 1 
3 Pi } z” 
SS N RER ee en. ig 
v2 (sin Tcos’rde = — | (sin'z — sın z)dr 
ö N 
hervorgeht. Nach Aufg. 76, S. 99 folgt. 
r 160° 
 105ab? 


8. Schon in $ 1, 8. 32—34 wurde die Aufgabe hehandelt, die Ge- 
stalt der Oberfläche einer Flüssigkeit zu bestimmen, die in einem fest- 
stehenden Gefäß von der Gestalt eines geraden Kreiszylinders rotiert. 
Die Flüssigkeit bildet ein Rotationsparaboloid, dessen Scheitel sich auf 
der Achse des Zylinders im Abstand z, vom Boden des Gefäßes befindet; 

die Gleichung dieses Paraboloids ist (vgl. 8. 33) 
@? 2 
Et) eh, 


'  Dingeldey: Differential- u. Iutegrairschnung. II. 3. Aufl, 20 
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wo & die konstante Winkelgeschwindigkeit und 9 die Beschleunigung 
der Schwere bezeichnen. Dabei findet zwischen dem Radius a der Basis 
des Zylinders, der Höhe 2,, bis zu der die Flüssigkeit infolge der Rotation 
an der Wand des Gefäßes steigt, den Größen &, gund 
2, der Zusammenhang; statt: | 


.a?o® 
(2) 2 rl ze 29 n 


IR 


Man soll nun zeigen, daß bei dieser Rotation der 
Betrag h — z,, um den der Scheitel des Paraboloids unter 
der Höhe A liegt, die der Flüssigkeits spiegel einnimmt, 
wenn keine Rotation stattfindet, gerade so groß ist, wie 
(der Betrag z, — k, um den die Flüssigkeit bei der Rotation an der 
Wand des Gefäßes über die Höhe h emporsteigt (Fig. 67). 


Das Volumen der Flüssigkeit beträgt 9 = a°’zh. Andrerseits ist 


FR 67. 


auch 


en eo) de, 


20 


denn die Gleichung. der in der Er Ebeds liegenden Meridiaon ne des 
Rotationsp: araboloids ist N 

2 292 — 2) 
2? = Ana era: 


Durch Gleichsetzen der beiden Werte für V und nach Ausführung 
der Integration erhält man 
atıh = adız, — | (5 2 — 5%)| _, 


- 


= 4% 


oder 
MR _. 2.)? 
(3) at = ad, — HZ 


@? ? 


und hieraus folgt mit Rücksicht auf (2): 


1 Its N 
y (4) h=-41- 3a) sla td) 
oder 
Fig. 68. 9. Der sich vom Koordinatenanfang bis zum nächsten 


" Scheitel $ erstreckende Bogen der Sinuslinie y=-sinz 
rotiert um die y-Achse. Wie groß ist das Volumen V des so ent- 
stehenden Rotationskörpers (Fig. ar | , 


Hier wird 


V-n ir dy = le siny)’dy, 


Yı 


m u ur ner Burn 
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und wenn man wieder x einführt durch x = are siny, dy = coszde, folgt 


er 
ep 
2 


1 
In nr 
V=ajatcoszde=a[rsinz +2xcooxr — 2sinz], 

; | 


(vgl. Aufg. 6 und 5, 5. 106). So ergibt sich 
 V=x(ln!— 2) = 0,4674. 


819. 


Doppelintegrale, dreifache Integrale und Herechnna 
des Volumens von Körpern (Kubatur). 


1. Ist f{x,y) eine innerhalb eines gewissen Bereiches %< EI, 
Y,=<y<y, eindeutige und stetige Funktion von x und y, so gilt bei 
Berechnung des Doppelintegrals 


2 Yyı 


(1) Tel ff@, y)drdy 


Xo Yo 


die Formel 


®  Slfremarlar-[[,ftanaz]ar 


d.h. es ist gleichgültig, ob man erst nach y und dann nach x integriert, 
oder ob man umgekehrt verfährt; es ist dabei vorausgesetzt, daß die In- 
tegrationsgrenzen von z und y unabhängige Größen, also reine Zahlen sind. 
2. Sind x, y, 2 gewöhnliche recht- f% 
winklige Paralielkoordinaten im Baume, 
bei denen die zy-Ebene horizontal liegen 
möge, während sich die positive Richtung 
der z-Achse vertikal nach oben erstreckt, 
so stellt das Integral Y_ das Volumen eines 
Körpers dar, dessen in der xy- Ebene lie- 
gende Dasis aus einem durch die Geraden 
=, 2=2%,Y=%Y, y=y, gebildeten 
Rechteck besteht. Die seitliche Begrenzung 
des Körpers besteht aus den vertikalen 
Seitenflächen des Rechtflachs, das sich über der soeben erwähnten Basis 
erhebt; die obere Begrenzung des Körpers wird durch dasjenige Stück 
der er initen Fläche z= f(x, y) gebildet, das aus dieser Fläche 


UEX 3=T, 
Fig. 69. 


_ durch die eben erwähnte seitliche Begrenzung herausgeschnitten wird 


(Fig. 69). Vorausgesetzt ist hierbei, daß dieses Flächenstück wirklich 
oberbalb der xy-Ebene liegt. 


20° 
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3. Sind bei dem Doppelintegral Sr N 


' E21 Yı=9Yı(2) 
(3) v-/ Sr@,wdzdy 


%o %*- Po(z) 


die Grenzen der Veränderlichen y Funktionen von x, nämlich y, = 9,(%) 
undy, =9,(z), die als eindeutig und stetig vorausgesetzt werden mögen, 
so ist erst die Integration nach y, 
dann die nach x auszuführen. 

Das Doppelintegral (3) stellt 
das Volumen eines Körpers dar, 
und zwar ist. derselbe seitlich durch 
Wandungen begrenzt, die sich über 
einer in der xy-Ebene liegenden, 
durch die Geraden = 2,2 =, 
und die Kurven y„=9,(2),y=9y,(«) 
begrenzten Basis erheben. Bezüg- 
lich der oberen Begrenzung des 
Körpers gilt dasselbe wie ın Re- 
gel 2. 

4. Wird die Basis des sonst in gleicher Weise wie in Regel 2 ge- 
gebilden Körpers durch eine geschlossene Kurve ADBCA ie die 
sich nicht selbst schneidet (Fig. 70), so stellt sowohl 


z 


Fig. 70. 


Yı=@ı(z) 


LER. v-| re, y)dedy 
z=a y=pla) 
als auch 
y-d ı= 1.) 


(5) N V= SSre wdydz 


y=c 2=%($) 


das Volumen des Körpers dar. Dabei sind in (d)z=bundz=a die 
Gleichungen derjenigen Tangenten der Kurve ADBCA, die parallel zur 
y-Achse verlaufen und von dieser Achse den größten bin. kleinsten Ab- 
ständ haben. Die Grenzen y, =g, (x) und y,—=9,(x) ergeben sich aus der. 
. Gleichung der Kurve AD.BCA durch Auflösung nach y. (Würde die 


Kurve z. B. durch den Kreis (x — m)’ + Kr: — n)’= r? gebildet, so wäre a 


yan+yr—-(c—m), = n— Yr— (2 —m)?). Entsprechendes 
gilt bei (5) für die en d,c,x.(v) und yu(Yy). | 


5. Werden in das Doppelintegral 


x, Yı 


Vf St@wardy 


%o Ya Sn 
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an |Stelle von x und y neue Veränderliche % v eingeführt durch die 
Gleichungen 
(7) == plu, vo), yo, 0), 


so geht das Doppelintegral (6) über in 


(8) v-/ to, #)lAldudr, wobei 
Un %o 
_2p 09 _0y 09 _[P v 
1) BREITEIT ERS PRERN 0 & ) 


die. sogenannte Funktionaldeterminante von p und % darstellt. Es ist 


‚ hierbei angenommen, daß x und y sowie u und v bei der Integration 


von der unteren zur oberen Grenze wachsen; deshalb ist in (8) der ab- 
solute Wert |A| von A eingesetzt. Ferner ist angenommen, daß die 
Funktionen , y und ihre in (9) auftretenden partiellen Ableitungen 
innerhalb der in Betracht kommenden Variabilitätsbereiche stetig seien; 
auch soll A daselbst von Null verschieden sein. Endlich ist angenom- 


men, daß jedem Wertepaar x, y vermöge (7) nur ein. Wertepaar v 


zugehört und umgekehrt. Sind die unteren Grenzen U,,ö, des Integrals (8) 
konstant, so erhält man sie durch Auflösung der Gleichungen x, = p(u,v), 
Y=%(w,v) nach u und.v; ähnlich findet man die oberen Grenzen, 

6. Auch der Inhalt F' eines ebenen Flächenstücks läßt sich durch 
ein Doppelintegral aanlellen, es besteht die Formel 


(10) F-f, dady, 


N bei die Integrationsgrenzen von der Begrenzung der Fläche Kb 


hängen. 
7. Das Volumen eines Körpers kann bei Benutzung ° von rechtwink- 


 ligen räumlichen N x,y,2 mit Hilfe des dreifachen 


Integrals 
Hy | ff farayas 


berechnet werden, bei dem die Integrationsgrenzen von der Begrenzung 


des Körpers abhängen. 


8. Werden in das Integral u) an Stelle von x, y, z neue Ver- 


| änderliche (krummlinige Koordinaten im Raume) durch die Gleichungen 


(12) a Fr ou, v, w), y= (u, v, w), I iiparı ı(u, V, w) 
eingeführt, so geht das Integral (11) über in: 


; (13) | v-/[fIalduavdw, 


apa dp DD SEE rear NE ab ah as N EB Ja Da 1 Ele LS ART ea 3 VD. DORT BE EB en BE aaa a AN ZU Be Ar VB Sa BA a ai 
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wo 


00 20 20 u, 
0% Dev dw) 
| | 
ae ae nn 
(14) Tu 0% 2 |-(, vw 
| 10» ou Op 
| | 


die Funktionaldeterminante von 9, x, y darstellt. Dabei ist angenommen, 
daß die Funktionen @, x, & und ihre in (14) auftretenden partiellen Ab- 
leitungen innerhalb des in Betracht kommenden Variabilitätsbereiches 
stetig seien; ferner soll A daselbst von Null verschieden sein. Endlich 
ist angenommen, daß jedem Wertsystem x, %, z vermöge (12) nur en 
Wertsystem u, v, w zugehört und umgekehrt. Vgl. den entsprechenden 
Satz für Doppelintegrale in Regel 6. | 


Beispiele. 


1. Über dem in der xy-Ebene liegenden, durch die Geraden x =k, 
z=1l, y-m, y- n bestimmten Rechteck erhebt sich ein Rechtflach, 
das oben durch ein Stück der Oberfläche des elliptischen Paraboloids 


2 
begrenzt ist. Wie groß ist das Volumen des so begrenzten Körpers? 


z=iI yzn 
2 


"(fer , y® (a—m)d—k)(kt£ki+l  mi+mn-n! 
“ I J (a iR 1) ee a | RE; en. 
z=k y=zm r 
2 Das Volumen V eines Körpers zu bestimmen, der durch die 
Koordinatenebenen, die Ebene 2 +y— 3 = O0 und ein Stück der Ober- 
fläche des elliptischen Paraboloids g = 42?+ 2y? + 1 begrenzt wird. 
Hier ist 


z=3 y=3-x 
e) 


= . (4a? + ya 1)dedy, 
y=0 


z=0 


wobei man eine jede Integration geometrisch deute und sich klar mache, | 
warum die Integrationsgrenzen die angegebenen Werte haben.!) 


Man findet V=45 Volumeinheiten, also z. B. Kubikzentimeter, 
wenn die zu Grund gelegten Längeneinheiten Zentimeter sind. 


\ 


1) Entsprechendes beachte man auch bei ällen folgenden Aufgaben. 


N 


he EN rn a YA BT LE En 
mtr [4 i wi 
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3. Wie groß ıst das Volumen V des im 
Endlichen liegenden Körpers, der von dem 
elliptischen Paraboloid 


23 
ce? 


y? 
ea T 


durch die Ebene = k (k > 0) abgeschnitten ’y 
wird (Fig. 71). Dan 

_ In jedem der vier Oktanten des rechtwinkligen Koordinatensystems, 
‚In denen x positiv ist, liegt ein Viertel des Körpers; man erhält daher 


z=kyv=+bYVzr 
+ V9= el Via —pPdzdy 
z=0 y=0 
| ö E y=+bYz 
— y? . “are sin 
fleve ya y=® 


(vgl. Aufg. 17, S. 192), also 


Er 
+V- = (zdn- U bck'z 


) 


und V= +bck’n. 
4. Da: Volumen v je ee 


® r = + n =1 
zu bestimmen. 


Das Ellipsoid wird durch die Ko oıdinnienebänen in acht gleiche 
Teile geteilt, und man findet für einen dieser Oktanten das Volumen 


24 


1 3 272,8 
r=-/ fd 1-5 Hdeay. 
z=0 y=6 
Da bei der Integration nach y die Größe x als konstant anzusehen ist, 
kann man vorübergehend zur Abkürzung 
i— = gleich = | 
setzen und erhält alsdann 


z=ay=+tk a _y=k 


ir-/ fi vVk?— y? inay-s [[E VRZ—y'+ Karcsin- 2 |ds 
ae 0 


y=0 


VE a nn 
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oder nach Aufg. 11,8. 192: 


\ 2x pa? —_ ; ee rd 
pe frag. fee je m de _ 007 ar — 2] 


z=0 


be ar ' 
are, daher V=-zaben. 


Im Falle a=b=c ae das Ellipsoid in eine Kugel über, für 
deren Volumen man somit die bekannte Formel V= $a’x erhält. 


5. Man bestimme nach Regel 6 den Inhalt der Fläche, die durch 


den vom Scheitel O bis zum Punkt P, (z,, y,) gebenden Bogen der 


% Parabel y„’= px, die Ordinate von P, und das zuge- 


hörige Stück der x-Achse begrenzt ist (Fig. 72). 


z indem das eine Mal erst nach y, dann nach x integriert 
werden soll, das andere Mal in umgekehrter Reihen- 


Fig. 72. 


Integration berechnet worden; die Aufgabe wird aber jetzt nochmals 
gestellt, da sie ein Beispiel abgibt, an dem man sich sehr leicht klar 
machen kann, wie die Festsetzung der Integrationsgrenzen durch die 
Reihenfolge der Integrationen bestimmt ist. | Ä 


- Wird erst nach y, dann nach x integriert, so ist 


= y= +Ya= 


u. dx dy; 


= 
wird erst nach x, dann nach % ln so folgt 


RATTEN 


Man findet F=i!zy. 
6. Ein gerader Kreiszylinder wird in ein mit Wasser gefülltes Gefäß 
| eingelaucht und zwar derart, daß sich der Mittelpunkt M seiner Achse 


in der Tiefe c unter dem Wasserspiegel befindet, während die Achse. 


selbst gegen die Vertikale unter dem Winkel « geneigt ist. Die Länge 
. der Achse sei !, jede der beiden Kreisflächen, die den Zylinder begrenzen, 
habe den Radius a. Wie groß sind die auf diese Kreisflächen aus- 


geübten Drucke, wenn » das Gewicht der Volumeinheit des Wassers 


bezeichnet. 


folge. Schon in $1 ist diese Fläche durch einfache 


ea EEHIR ERS 
| 


Die Aufgabe soll auf zwei Arten gelöst werden, 


Betrachten wir zunächst den auf die obere Kreisfläche k, Be, | 


Druck. Die Vertikalebene, in der die Achse des Zylinders liegbs wählen 2 
wir als xe-Ebene eines räumlichen Koordinatensystems, den Wasser- 


Mittelpunkt A ist 
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spiegel als yz-Ebene, die Ebene des Kreises k, als zy-Ebene. Diese ist 
also gegen den Wasserspiegel unter dem Winkel « geneigt (Fig. 73). 


Die Gleichung des die Fläche %k, begrenzenden Kreises mit dem 


@-m+y-a, 2-0, 


_ wo m eine Abkürzung für die Länge der Strecke OA—(c—lcosa):sina 
BR 


bedeutet. Für den auf die Fläche k, ausgeübten 
Druck p, ergibt sich alsdann (vgl. Aufg. 34, 5. 18) 
das Doppelintegral 


— ysin U dasaı 


2% % 


Fig. 73. 


wo „= —YVa— (z—m) und y,= + Var (<— m)! und ,=-m-—a 
x, = m + a die Integrationsgrenzen bedeuten. So folgt 


m+ u 
p,— ysina f 2eVa—(@—m)?dz, 
und hieraus geht durch die Substitution © — m = a sin p das Integral | 


1 


zn 
— 2, sın in + a sin 9)ar cos pdy 
wet | 
hervor. Hier ist ; 
“ Ir 
feos® vag=2] cos ’pdy= 2.2= 
At 


2 
(vgl. Aufg. 6, S. 75 und Aufg. 76, S. 99) und 


Ir 


de = 0 


a 
(vgl. Aufg. 6, S. 75), also ergibt sich schließlich 
p,=a@myasina=ta?yn(2c—Icose). 


In ähnlieher Weise erhält man für den Druck p, des Wassers auf 


die untere Kreisfläche %; den Ausdruck 


= 


PB = za ya(2c+Llcose). 
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1. Zu zeigen, daß sich das Integral 


X Ya 


SSrw Waxay 


% 9 


durch die Substitution 


(1) = 5(% rate htm) tsunh)Mm 


a Bu 
(1) —yı)) J Pl, mdean 
- —i1-1 


verwandelt, wobei p(&, n) aus f(x, y) dadurch hervorgeht, daß man ın 
f(z, y) an Stelle von x und y die angegebenen Werte einträgt. 
Die Gleichungen (1) ergeben für x... y=y, die Werte $=—1, 
= —Ll, fürz=-%,y=y, die Werte A l,n=1: Vgl. Regel 6, 
S. 304 f. sowie Aufg. 1 und 2, 8. 73. | 
8. In welches Integral geht 


Vv=-//f&, wdrdy 


über bei Einführung von Polarkoordinaten in der xı Y- -Ebene durch 
z=rcos®, y=rsin®? 

Für die Funktionaldeterminante A findet man den Wert r, daher 
wird nach Regel 5 | 


v-//fe cos®, rsin®)rdrd®. 


Die durch r, #, z gebildeten Koordinaten heißen aus nahe liegendem 
Grunde Zylinderkoordinaten. 

Man benutze das vorstehende Ergebnis in Aufg. 9—10. 

9. Aus einer Kugel vom Radius a wird durch einen Kreiszylinder, 
dessen Achse (z<-Achse) durch den Mittelpunkt der Kugel geht, ein 
Körper herausgeschnitten; die Grundfläche des Zylinders habe den Ra- 
dius b.» Wie groß ist das Volumen des Körpers? 

Ist + y?+ 2° — a?=0 die Gleichung der Kugel, so hat der im. 
ersten Oktanten des Koordinatensystems liegende Teil des Körpers das 
Volumen 

z=b y- + Va va Inga 
are): v®— 2?— ydıdy - [ [ve — r’rdrd®. 
z=0 y=0 rd 
Die Integration nach r läßt sich leicht erledigen mit Hilfe der Subst 
tution a — r?= u°. Man findet schließlich N 


 retale- won) 


En 7 uf Ya ei, Al LE». EN yi py wis Pe PLEITE „ 


a Anwendung von Zylinderkoordinaten. | 3il 


10. Eine ähnliche Aufgabe wie zuvor, doch habe der Zylinder 
nunmehr die Gleichung 2° + y„’— ax = 0 (Fig. 74). 
Der im ersten Oktanten des rechtwinkligen Koordinatensystems 
liegende vierte Teil des Körpers hat das Volumen 
ISER ya I=;n 


172 @—_rrdrdg —ıi » [cd — su’d)de, 


F=0 Tr =0 


a 


wobei man sich mit Hilfe der nebenstehenden Figur überzeugen möge, 
daB die angeschriebenen Grenzen des Ben richtig sind. 
Man erhält 

V=3a(gr— 5): 


11. Die Fläche eines Halbkreises (Radius «) wird vertikal in eine 
Flüssigkeit eingetaucht, so daß der Durchmesser A.B des Halbkreises 
im Flüssigkeitsspiegel liegt. Durch Radien ist diese Fläche derart in 
n Sektoren OAO,, O0,0,,...00,_,B zu teilen (Fig. 75), daß die auf 
die einzelnen Sektoren ausgeübten Drucke einander gleich sind. Welche 

N } Winkel 9,79... 0... 
! | müssen diese Radien mit dem wag- 
{ rechten Halbmesser OA bilden? 


A Ay Ag Ag 0 Az Ag Ar B 


3 Fig. 7A. 


Der Gesamtdruck p, der auf die Fläche des Halbkreises ausgeübt 
wird, ist nach Aufgabe 15, S. 53f. gleich $a°y, wo y das Gewicht der 


‚Volumeinheit des Wassers bezeichnet. Sndp, =9, =" =p,=' =, 


die auf die einzelnen Sektoren ausgeübten Drucke, so folgt 


| k 2 & 
(A) BIBETD NND Ar 


‚Ferner ist der auf ein in der Tiefe r sin $ unter dem Flüssigkeitsspiegel 


 befindliches F ae rdrd ® ausgeübte Druck gleich r’ sin ddrd®; 
daher wird 


‚ 


ER F, 


(2) ee nn #ner) frsnsaras = 34 us — 608%,) 


| =6 I=0 
oder 
: ars LER 
zer cat) 
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(3) cos = Kr . 


. Zur Konstruktion dieses Winkels teilt man den Durchmesser AB 
des Halbkreises durch die Punkte A,, A,,... Ay... A,_ı inn gleiche 
Teile; die durch den Teilpunkt A, rechtwinklig zu AB gezogene Gerade 
trifft die Peripherie im Endpunkt C, des Radius OC,, der mit OA den 


Winkel ®, bildet. Offenbar ist nämlich (Fig. 75) cos 9,= 0A, :a; femer 
it OA,=a— 3 2a, daher cs, —1— = in Übereinstimmung mit 3. 
12. Eine halbkreisförmige Fläche wird vertikal in eine Flüssigkeit 


'eingetaucht, so daß der Durchmesser AB des Halbkreises wagrecht im 
Innern der Flüssigkeit, der Scheitel O in der Oberfläche liegt (Fig. 76). 


Der Radius des Halbkreises sei «, das Gewicht der Volumeinheit der - 


Flüssigkeit sei y. Wie groß ist der Druck »p, den diese auf jede Seite 

der Fläche ausübt? a 
Wir wählen O als Anfangspunkt eines in der Ebene des Halbkreises 

gelegenen Systems von Polarkoordinaten r, $, die in O gezogene Scheitel- 


mit A und B und fällen von O ein Lot 9C auf 
die Gerade AD. Hierdurch wird die Fläche des 
Halbkreises in zwei gleich große zu den Sehnen OA 
und OB gehörige Kreissegmente und zwei gleieh 
De große rechtwinklige Dreiecke OCA und OCB zer- 


tangente als Polarachse. Ferner verbinden wir 0 


legt. Bedeutet 2, den Druck, den die Flüssigkeit auf eines der beiden 


Segmente ausübt, 9, den- Druck auf eines der beiden De so. ist 
p=2p, + 2Ps- 
Ähnlich wie in Aufg. 11 folgt 


p=rffrsinsdras, 


und zwar sind O und 2asin® die Grenzen bei der Integration nach vs, 
denn r = 2a sin # ist die Gleichung des die Fläche begrenzenden Kreises; 
®=0 und #$=1x sind die Grenzen bei ae dann folgenden Integration 
nach ®. Man erhält hiernach 

Ir 


P, 407 fiintoas; 


mit Benutzung der bei Aufg. 1; S. 98 angegebenen Reihe für ejnsm 8 “ 
ergibt, sich sin ® = 4 cos4# — 4c0os28 + 2, daher se 


n RER 1)- A N 


as; banal in2o+to]tar,(d 
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Bei Berechnung von p, ist von demselben Integral auszugehen wie 
‚bei 2,, doch sind jetzt O0 und a=sin:# die Grenzen bei der Integration 
nach r, denn r= a: sin®# ist die Gleichung der Geraden AB; 9 = 4x 
und®=+7 sind die Grenzen bei der dann folgenden Integration nach #. 
Man erhält demnach 


und für p = 2(p, +9,) ergibt sich 

p=ayga 3). 
18. Das schon in Aufg. 12, 8. 227 f. und Aufg. 9, S. 242 berechnete 
Integral 


I=- [e*dr 


6 


läßt sich als Doppelintegral schreiben und dann mit Hilfe von Polar- . 
koordinaten integrieren. Man kann nämlich auch | 


| et 
0 


setzen und erhält dann durch Multiplikation beider Ausdrücke für J, 
da die Integrationsgrenzen konstant sind: 


9-1x 


© © v=o®0 3 
S=[ Sertnasdıy-[ S[erräras, 
058 | r=0° 5=0 


wobei sich die Integrationsgrenzen für r und © daraus ergeben, daß bei 
der Integration nach z und nach y die Grenzen jedesmal die Werte O 
und oo haben, daß also über einen ganzen (Quadranten der Ebene zu 
integrieren ist. Mit Rücksicht auf | 


Serrar- te" 
folgt | 
J—=ir und J=+4Yn. 


14. Die Formel zu beweisen 


Sfrex + b’yP)dxdy = row. 
80 0 
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Durch die Substitution ax = u, by=v, San das Ve 


nach Regel 5 über in 
= Ffer. v)dudv, 


und durch die weitere Substitution u=rcosd,v— rsin® 'erhält man 


(vgl. Aufg. 8) 


nz on I= on 


eh Sreoraran - 2, fr )r dr. 


Setzt man r = z, 2rdr = dz, so folgt die zu beweisende Formel. 


15. Mit Hilfe der Formel (11) in Regel 7, S. 305 das Volumen 7 
a zu bestimmen, der durch die xy-Ebene, den Kreiszylinder 


2?+y?=a?” und den parabolischen Zylinder y = »2 eingeschlossen 

wird (p > 0). 

Ä Im. ersten Oktanten des Koordinatensystems liegt ein Viertel des 
ganzen Körpers. Wenn man beachtet, daß 2=0 und z=y’:p die 

Grenzen bei der Integration nach 2 sind, ia daher 


ir fffüravae- fee 7 a ge 


Mit Hilfe der Substitution x= asin® ergibt sich hieraus 


1 1 ‚ar3-ix | i 
ir acot9dd = wo (vgl. Aufg. 16,:8.99), 
Ö \ 
daher wird 
1 at 


16. Das Volumen des durch die Fläche 
() Bern 


eingeschlossenen Körpers zu berechnen, wo m, n,p positive gerade 
ganze Zahlen sind oder positive Bruch mit geraden Zählern und un- 
geraden Nennern. 

Wegen der Symmetrie der Fläche mit Bezug auf die Koordinaten- 
ebenen beträgt das Volumen des im ersten Oktanten gelegenen Teiles 
des Körpers ein Achtel des Gesamtvolumens. Setzt man 


E\mM y\R EN? 
Men 


NN. 


® 


v” 
Volumen gewisser symmetrischer Körper. 3 


so tritt 2 +9, +2, = 1 an die Stelle der a und es wird 


i 3 b -1——1 \ 
sr SS Sara SS SE RT ananas. 


In dieses Integral werden nun durch die Substitutionen 
u ttams train Amän, 
also durch | 
=5(l—n), Mr &n (1-8), 21 —5nL, 
an Stelle von &1, Yı, 2, weue Veränderliche &, 7, & eingeführt, wobei 
statt des früheren durch O<xr<a,0 <y<b,0sz<sc und durch 


(1) bestimmten Variabilitätsbereiches nunmehr der durch O<&<1, 
O<ns1,0sS$<1 bestimmte Bereich tritt. 


Für die B Funktionaldeterminante 
A (4 Y, & 
| 87 & 


findet man den Wert A = 5°, so daß des une Integral (2) in 


0 drei fnnmmnen ame 


ga (1 — Eu=tdkdndg 


übergeht, wenn man noch unter dem Integralzeichen die Brüche , 


1 1 
ar bzw. durch m,, n,, p, ersetzt. 


Die Integration nach & ergibt — — ——, die Integrationen nach 
Mm, + 
n und & führen auf B-Funktionen, denn nach Regel 1,9.238 ıst 


1 
Jere=!. (1 —-n)mi.dn=B(n +, m) 
ö 


und 
h | 
je: 1—-Hetdi=B(9,9); 
ö 


daher ergibt sich 


1 b 
he Ben 2 reeresele 0; m): B(9,,%), 


map m Fn, 


‚und wenn man die B-Funktionen nach der Formel 


| F(p) lg 
B(p,Q)= Fe (vgl. Aufg. 5, 8. 241) 


* \ £ fe £ ' > : REN Ra BEN N ES a y e f 5 a - 
% fi { H Üh; & ET: VER N B u AN M 
5 ® N RE ; Al Ba N; h 


316 | $ 19. Doppelte u. dreif. Integr. u. Berechn. a. Volumens v. Körpern (Kubatur). u 
durch F-Funktionen ersetzt, folgt 


(4) v_® Babe | i Fan) PA SR Babe Fol h 
mp m+n+p Ffm tm +p) mn+np+pm r(i ++ ») 


17. Man kontrolliere hiernach den schon in Aufg. 4, S. 307£. gefun R 
denen Ausdruck für das Volumen eines Ellipsoids. 

‚Hier stm =n=p-2; mit Hilfe der Formel F(q +1)=gf(g) 
| (Aufg. 4, 8.240) und mit Rücksicht auf Pd) = -+Yx Az 8, 3.242) 
findet man V = aber. 

18. Mit Benutzung des Reben von Aufg. 16 soll das Volumen 
‚des von der Fläche Yon 


ja 
3 


E\® Y BB ] 
ee 
begrenzten Körpers bestimmt werden. | 
Hier stm=n=p=}5, daher wird 


Sabe KSLSLSH 
Kr ae a 


woraus mit Hilfe von f(y +1) =qf'(g) und F(4) = + Yx die @leichung 


a en 
3 


V= aber 
35 
hervorgeht. 


19. Mit Hilfe der in Aufg. 16 angewandten Methode läßt sich das 
Integral 


I-[ (Ser rrle)”+ (er (2)”)azaydsz, 


das über alle positiven Werte z,y, 2 erstreckt wird, die die Bedingung 
zıiım Y N ZA\P 
@ + (3) + S = 


Le ef Eger 


erfüllen, in 


überführen. Auch läßt sich diese Formel auf n-fache Integrale aus- 
an 2) | 


1) Vgl.G. LejeuneDirichlet, Comptes rendus de l’acad&mie des sciences Su 


de Paris, Bd, 8 (1839), 8. 169f. = G. Lejenne Dirichlets Werke, herausgegeb. 
von L. Kronecker, Bd. 1, Berlin 1889, S. 380; Bericht über die Verhandlungen 
der Akademie der Wissenschaften in Berlin, Jahrgang 1839, S. 24f. — Werke, 
Bd. 1, 3.389; Abhandlungen der Akademie der Wissenschaften in Berlin, Jabrg. 
1889, "Berlin 1841, 8.67£.—= Werke, Bd.1, 8. 399f. 


daher wird 


bi > 
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' 20. Man soll in das Integral 


v-/(fazaydı 


räumliche Polarkoordinaten einführen durch die Gleiehungen 


x=rsinypcos#, y-rsinysind, 2=rcosy, 


die schon in Aufg. 23, S. 290 näher erläutert wurden. 
Für die Funktionaldeterminante ergibt sich 


Sr 
=t"nY, 
ryo9 


v=/[frsinyarayas. 


21. Mit Hilfe dieses Ergebnisses bestimme man das Volumen des 
Sektors, der aus der Kugelr = a durch einen Halbstrahl herausgeschnitten 
wird, der durch den Kugelmittelpunkt geht, und unter dem Winkel « 
gegen die positive Richtung der #- Achse geneigt sich um diese Babe 


dreht. 


Man findet 
r=0 y=a $=_n 


v-f f SFinvaravao-ı ‚0°. 22 [— cos y] = 4admein?} X. 


s=0 Wel = 


Weitere Bevor für dreifache Integrale findet man in den noch 
en Paragraphen 21 und 22. 


8 20. 


Bestimmung des Inhalts gekrümmter Flächenstücke 
‚(Komplanation). 


1. Durch die Gleichung z = f(x, y), in der f(x, y) eine eindeutige, 


stetige Funktion ist, sei eine Oberfläche gegeben. Wird nun über dem 


schon in Regel 3, 8.304 oder in Regel 4&, S. 304 beschriebenen Be- 
reich der zy-Ebene ein Rechtflach bzw. ein Zylinder errichtet, so 


schneidet ‚dieser aus der Fläche ein Stück heraus, dessen Inhalt durch 


! z=b ’= 9) | 
(1) o-[ IVır(& [a dzäy 
z=u y= IV 


Dingeldey: Differentiel- u Integralsschnung. II. 3. Aufl. 21 


EEE TR REN RN SSL END DR ENTER RE RE NETTE RENNEN BERN ARENN 
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bzw. durch 


y-d z=y1() / | | 
a 0-f SVırl)+ a) ara 
y=e6 2=10W) 


gegeben ist. a es vorausgesetzt, daß dio Funktion f(x, 5 und die | 


Ableitungen 2 ? für Werte x, y im Inneren und auf dem Rande 


ge & z 
des genannten Berichee stetig: seien. Mit Benutzung der allgemein 
ee Abkürzungen | Ä Vo 
= 02 

2 2 


Vi +p?+ ddady. 


Die Formeln lassen sich, von den Grenzen AUBELEH, ‚ auch in der | 
Gestalt 


&) oe 


schreiben, wo d«dy:cosy den Inhalt des Hlemeute bezeichnet, das an 
der Stelle P(x,y,2) aus der gegebenen Oberfläche durch zwei unend- 
lich nahe der yz-Ebene parallele Ebenen und zwei unendlich nahe, der 
x2-Ebene parallele Ebenen herausgeschnitten wird; dx.dy ist die Pro- 
jektion dieses Flächenelements auf die xy-Ebene, 7 der Winkel, den die 
im Punkt P der Fläche errichtete Normale mit der z-Achse bildet. 


2. Ist die Oberfläche durch eine Parameterdarstellung 
(4) = p(u,v), y=ylu, v), u 070) 
gegeben und setzt man zur Abkürzung 
u ‚) _9y 92 __d20y- 4 ()- Dedm. dm ds m 


4 
wird der Integrand 


m mn nn mn mn 


uv du dv Zum | ud duo 
E (ON) _ dr 24 _ dry 
| An A ou PR) 0% dv A 


so hat ein durch die Parameterlinien vu, u = ie? „- =, v— v be- 


te Stück der Fläche den Inhalt 
lt 


O-[VAFB FO au0e, 

eine Gleichung, die man. ter Benutzung: der Abkürzungen 

2 (0) + (+ > (+ 
m atmet | 


N 


a) 


FREI BER IRRE RER RETER RNNE UTAE TS RLLTSRTTESR RER OR BEE EEE TEL AN ATER 9 AIN DO RUN RE WE CT NR N A 
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auch in der Form RAR | 
(8) 0 - [ [VEG = Frdudv 


‚schreiben kann. 
Beispiele. 

1. Über dem durch die x- und y-Achse sowie durch die Geraden 

z=3,2=0 undy=6, 2-0 begrenzten Rechteck der zy-Ebene er- 

hebt sich ein Rechtflach. Wie groß ist der Inhalt des durch die verti- 


'kalen. Seitenwände des Rechtflachs aus dem Kegel z? = 2:ry herausge- 
schnittenen Flächenstücks? 


Hier wird / 
3 2 2 
I+p+@-° En Tr a, 
‚daher 
=> 3 y= 
py no andy Valerie 
z=0 v8 


2.Den Gesamtinhalt O der beiden Flächenteile zu bestimmen, die aus 
der Kugel 2?+ y?-+ 2’ a? durch den Zylinder 2 + yY’=b?, wb<a 
sei, herausgeschnitten ag Bl Aufg. 9, 8. 310. 


Bier ist 149 +9? -;, daher folgt 


dzdy 
z0-a Pre 


oder bei Einführung der Polarkoordinaten durch 2=rcos#, y= rsin®: 


reb 9=,n Re 
1 Be = an 3 
al | Var, N ACH |Ya ah, 
i 2092 “ 


somit | 
O=-4arla-yVar—B). 


K 3. Eine ähnliche Aufgabe wie zuvor, doch habe der Zylinder nun- 
mehr die Gleichung #2 +y?— ar—=0. Vgl. Aufg. 10, 8.311. 
Man findet 
9-4. r=zac09 
I " rdrd® 


4 a ’ 


F=0 


0- Da?rx ans 4a?. 


4. Den Inhalt des Flächenstücks zu berechnen, das aus der Schrau- 


R | benfläche 3 == Marc tg durch die Ebenen z= 0, 2= mx und den Kreis- 


21* 


a ie en 


Een a aa, DE ER u a 
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zylinder x? + y® = a? herausgeschnitten wird; hierbei ist mx die halbe 
Ganghöhe der Schraubenfläche. 
Man findet 


bei ifahrmng der Polarkoorduikent folgt daher 


1 
rza9=—zrt 
2 


20-[ JVrF mr aras 
r= 0 I=V0 
META Er EN 271 


somit 
N ar Vet) | 
0O=r laya + m? + m? lu m 
5. Mau soll in das Integral | 
o=-/JVIFRF Fdrdy 
räumliche Koordinaten einführen durch die Gleichungen 
g=rsiaycosd, y ersinyvsind, z=rcosp, 


wobei r = f(%, #) die Gleichung der Oberfläche in Polarkoordinaten sei. 


Die in Regel 4, 8.318 eingeführten Größen A, B, C haben nun 
die Werte 


2a\ | | 
zn ( ) ur sind -— ee En +r’sin’vcosd, 


u», o% 
22 
Erle r22 0080 — r sinvconyaind + reinrysine, 


va 
man findet alsdann 


4#+-BR + (0’-rtsın’d +r rl =) sin?» E r? (5); 


daher wird 
OS SVIET TREE Ei rova0 


6. Den Flächeninhalt des u zu berechnen, der entsteht, 
wenn man den Koordinatenanfang mit allen Punkten der in der Ebene | 
2 = c gelegenen Ellipse 


o-(‘ 2) — r  gin2y ya 


verbindet. 


m. | Flächeninhalt eines Kegelmantels. | 321 | 
Für den Kegel besteht die ‚Parameterdarstellung. 
(1) T=0uCc03V, y=businv, 2= cu. 


Hierbei sind die Parameterlinien u = konst die Schnittkurven des Kegels 
mit solchen Ebenen, die parallel zur Basis z = c gelegt sind; die Kurven 
u == konst sind die Erzeugenden .des Kegels. 


Man findet 
A=—beucoop, B=—causinv, O=abu, 


daher wırd 
uzism=In 


0) -/ Sveews+ + ca? sin?v + atb’ududn 


u=0r=d 


2 (Van USER esinty + 1dv 
ee Sc Ve 


Schreibt man diesen Ausdruck in der Form 


en, AR vdv. 


ar 


Man BREITE 


1 a b 2 bie? -- b? 
= Vab aus cags v4 ann! ) sin?v dv 
2 A a? 
0 


und beachtet, daß. 


DE 
f Vai cos?v + B?sin®v dv 
y 


den Umfang einer durch x = «sinv, y = ßcosv gegebenen Ellipse dar- 
stellt, so folgt, daß der in der angegebenen Weise begrenzte Mantel des 
Kegels (1) inhaltsgleich ist dem Mantel eines geraden Zylinders, der die 
Elipse mit den Halbachsen 


„ya, „ya 


zur Basis und eine Strecke von der Länge # 3 Vab zur Höhe hat. 
7. Die Oberfläche des- Ellipsoids_ 
95: 8 2% 
a ra 
zu berechnen. ' 
Nach Regel 1, 8. 317 wird 


@®) A o-(JSEyVär + Zanay, 
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wo für z der Wert einzutragen ist, der sich aus der Gleichung des 
Ellipsoids ergibt; man erhält alsdann ein Doppelintegral, das in bezug. 
auf x und y ein elliptisches Integral ist. Man: gelangt einfacher 1“ 
folgendem Wege zum Ziel. | 

Ist y der Winkel, den die im Punkt P (X, %, 2) einer Fläche 
f(z,y,2) = 0 errichtete und sich in das positive Gebiet des Raumes er- 
streckende Normale mit der positiven Richtung der z- Achse bildet, so 
hat man nach Teil I, 3. 46: | 


T; 
cosy = ES nee 
VERF 
und im vorliegendem Fall 
8) a an 


6° 48 2? R 
be york 2 sehr 


Diese Gleichung stellt gemeinsam mit (1) den geometrischen Ort 
aller Punkte des Ellipsoids dar, für die cosy einen und denselben Wert 
hat. Durch Elimination von 2 aus (1) und (3) erhält man die Gleichung 
der Projektion dieses Ortes auf die xy-Ebene, nämlich eine Ellipse mit 
der Gleichung 


2 ; 2 | 
(4) ” (a? sin?y + ce? cos?y) + a (b?sin?y + c?cos?y) = sin?y. 


Einem anderen Winkel y, >y entspricht auf dem Ellipsoid eine | 


andere Kurve, deren Projektion auf die zy-Ebene wieder eine Ellipse 


ist; ihre Gleichung ergibt sich aus (4) offenbar durch Anderung von y 

in y,. Man kann leicht zeigen, daß die Halbachsen dieser neuen Ellipse 

größer sind als bei der Kurve (4), so lange 9, > y ist. Zwei Werten y 

und 7 + dy entsprechen auf dem Ellipsoid Kurven, die daselbst einen 

ringförmigen unendlich schmalen Streifen begrenzen, dessen Projektion 

n die xy-Ebene durch die Ellipse (4) und durch die dem wo 
= y-- dy entsprechende Ellipse begrenzt wird. 


Da die Kurve (4) den Flächeninhalt 


(5) SAN En A 
Br | + Va?sin?y + c?cos?yyYb’sin?y-F c?cos?y 


(hat, istdf = En dy der Inhalt der zwischen den soeben erwähnten | 


Ellipsen gelegenen ebenen Fläche und dF'::cosy der Inhalt des ent- 
sprechenden auf dem Ellipsoid gelegenen ringförmigen Streifens.. Um 
den Flächeninhalt $ O der oberhalb der xy-Ebene liegenden Ellipsoid- 
hälfte zu erhalten muß man alle diese Streifen summieren, d. h. man hat 


ar: al y zu integrieren, und EURE innerhalb der Grenzen y= 0 und Es 


y=+2z, denn dem le 7 = 37% entspricht die in der 9: Eben ge u n 


2 te Ne Mahn ler Sn DEEP ZEN I Mal 


Oberfläche des Ellipsoids.: 323 


legene, durch eine Ellipse mit den Halbachsen «a, b gebildete Begrenzung 
der Ellipsoidhälfte, dem Werte „= 0 der Böchkis, auf der 2-Achse 
liegende Punkt z= c des Ellipsoids. Für die ganze Oberfläche erhält 


man also: 
E 


—— 


| (6) Um ir ur _ 2 4 732 .d c08Y 


cosy co8y 


Zur Berechnung dieses Apache setzen wir unter der Voraus- 
setzung, daß a > b>c sei: 


(7) +Va-e-an, +VF EB, oe 


und führen an Stelle von y durch &C08Y = sinp eine neue Veränder- 
liche @ ein. Alsdann folgt 


BE are wen pe 
| sin p cos p Yı — kteintp y=arcsin« 

H=0 

= a — ein?p 


ee De be er en 


“a Dada u: p- Vi -ksin’g 9 


N 


und hier ist das in der rechten Seite der Gleichung vorkommende Inte- 
gral, das mit ./ bezeichnet werden möge, in die Summe 

| jan t | do Yı-ksin’g 
9) | Ye nd Vı-k’sin'o ne in 
‚zerlegbar. Bei Anwendung der Methode der teilweisen Integration 
auf das letzte Integral erhält man unter Benutzung der Formel 


dp 


ap, 
deotp — en 
PASSEN A 
(10) ee 2 sn 
ee | = #549, 
sın 
und wenn man hier A 
| j dp 
J Yı—k’sin’g 


addiert und subtrahiert, folgt nach leichter Reduktion 
| kennen ae SEEN X ade yon 
Ei; Na, SE Fee -(« .). rn rege acoto v! k? sin? p 


1—kisin?p 


yi vi_® sin? 


a RD, ET EEE $ Vor , I TR 
NR TER TE RETURN DREH U EEE EEE 
f ar - hi ‚ E 7 A R Y ri ei 


994 821. Bestimm. d. Masse nicht homog. geom. Gebilde; A! | 


Die en (8) geht nunmehr über in 
(12) —— "emnpanev Be — acotpYVi en, 


esingcoapgyY1—k?sin? 


fr a, ya 
u 5 ne — sing d 
+ (e ee, efvi=r $ p 
arc sin «  .arcsin« 
ee — «a?k? cos A” 


@cospgyYi—kisin’p _yo=9 


g=arcsin« 


arcsina arc sin 


1 ; RER 
u ER. ae 
w ® a) Yı-ken’o 9 +e/V in Een 
ö 


wobei das erste @lied der rechten Seite für die untere Greueo=0 
verschwindet, während es für die obere Grenze mit Rücksicht auf 
sinp=a,co®!pg=1-— «a? den Wert 


nn nn an a nn nal 


vA-NAi-Ri)-VA- NL- =: :ab 


annimmt. Man erhält schließlich 


gp=aresin« 


(13) O= 2er u 2 [af (k, de a ’ 


wo F und E die schon in Regel 7, 5. 210 erwähnten elliptischen Inte- 
grale erster und zweiter Gattung bedenken; während nach (7) Ä 


e . a?(b?— ec?) ati 
M=-.-——,. arcsina = are sin ———- 
1 b?(a? — c?) a 
‚ist. 
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Bestimmung der Masse nicht homogener geometrischer 
Gebilde; Massenmittelpunkt (Schwerpunkt). 


In der Physik wird vielfach die Anschauung benutzt, daß eine 
Kurve oder Fläche mit Masse belegt sei, deren Dichte sich in gewisser 
Weise von einer Stelle zur anderen ändert, also eine Funktion des Ortes 
ist. Dabei pflegt der Begriff Masse häufig in einem allgemeineren Sinne - 
als gewöhnlich aufgefaßt zu werden, indem man hierunter auch ein 
magnetisch oder elektrisch wirkendes Agens versteht, das sich über 
die Kurve oder Fläche erstreckt. Auch die Temperatur kann als eme 
Funktion des Ortes in Betracht kommen. In der rein geometrischen 
Theorie sind die Massen yalieh Zahlen, die erst in den Änwendungen } 
gedeutet werden. N Ve, 
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Die Dichte eines unendlich kleinen rechteckigen Flächenstücks 
dxzdy, das sich an der Stelle P der xy-Eibene befindet, ist alsdann das 
Verhältnis der in dem Flächenstück befindlichen Masse zu seinem In- 
halt; der Grenzwert dieses Verhältnisses ist die Dichte an der Stelle P. 
Hat dieses Verhältnis für jede Stelle denselben Wert, so nennt man die 
Fläche (allgemeiner das betreffende geometrische Gebilde) homogen mit 
Masse erfüllt oder kürzer homogen. 

Wir wollen uns im folgenden auf eine ebene Fläche oder einen mit 
Masse erfüllten Körper beschränken. Alsdann gelten die Regeln: 

1. Die Masse einer ebenen Fläche, deren Dichte + eine Funktion 
des-Ortes, = y(x, y), ist, wird durch das Doppelintegral 


ken ve) 
M=| Ja, y)dedy 


Er y=apo(®) 


dargestellt, wenn die Fläche durch die Kurven y= 9,(#), v= »,(z) 
und die Geraden x = x,, 2 —=a, begrenzt ist. 

2. Die Masse eines Körpers, dessen Dichtigkeit y eine Funktion 
des Ortes, y=y(&,y,z), ist, wird durch das dreifache Integral 


M=/f[v@y,Ddedyas 


dargestellt, bei dem die Integrationsgrenzen von der Begrenzung des 
Körpers abhängen. 

3. In der Mechanik wird gezeigt, daß ein System von gleieh- 
gerichteten Parallelkräften, die auf einen Körper wirken, durch eine 
einzige Mittelkraft (Resultante) ersetzt werden kann, die mit den Parallel- 
kräften gemeinsame Richtung hat und an Größe ihrer Summe gleich ist. 
Auch die auf die einzelnen Massenelemente eines Körpers wirkenden 
Kräfte der Schwere können als parallel angesehen werden, denn der 
Mittelpunkt der Erde, nach dem diese Kräfte gerichtet sind, kann als 
unendlich fern angenommen werden, zumal man es fast immer mit 
solehen Körpern zu tun hat, deren Größe, verglichen mit ihrer Ent-- 
fernung vom Erdmittelpunkt, als verschwindend klein aufzufassen ist. 
Der Angriffspunkt der Mittelkraft der einzelnen auf die Massenelemente 
des Körpers wirkenden Schwerkräfte heißt der Schwerpunkt oder Aassen- 
mittelpunkt des Körpers. | 

Man kann diesen Punkt auch noch in anderer Weise definieren. 
Bekanntlich versteht man unter dem statischen oder linearen Moment 
eines Massenelementes dm in bezug auf eine Ebene das Produkt aus der 
Masse dieses Elementes und seinem Abstand von der Ebene. So ist 
z.B. x:dm das statische Moment von dm in bezug auf die yz-Ebene, 
falls x den Abstand des Elementes dm von dieser Ebene bezeichnet, 
_ Durch Summieren der statischen Momente aller einen Körper erfüllenden 


RER AAN, BEER 
7 ! v 
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Massenelemente erhält man das statische Moment des ganzen Körpers 
für die betreffende Ebene. Ist y=y(z, y,2) die Dichte an der Stelle 
2, Yı8, 80 wird dm = y(z, Y, 2) dx a dz und 


SIlfere y,2)dadydz 


stellt das Moment des Körpers i in bezug auf die y3-Ebene dar. 


Der Schwerpunkt S eines Körpers ist nun dadurch definiert, daß er P 
in bezug auf jede beliebige Ebene e des Raumes dasselbe statische % 
Moment wie der ganze Körper hat, vorausgesetzt, daß man sich die Ge- 


samtmasse M des Körpers in $ vereinigt denkt. 


Wählt man als Ebene e nacheinander die drei Ebenen eines BR. | 
winkligen Koordinatensystems, so erhält man zur Bestimmung der Ko- 


ordinaten &, 7, & des Schwerpunktes die drei Gleichungen 


ME = SS rt, v, d dxdydz, Mn -//[J ur, y, Ydzdyda, 


mi=[/[ eve, y,Ddxayde. 


Natürlich sind den Integralen noch Grenzen beizufügen, die von Ne 


Gestalt des Körpers abhängen. 


4. Erfüllen die Massenelemente eine ebene Fläche, so ist deren 
Schwerpunkt $ dadurch definiert, daß er in bezug auf jede Gerade g 


der Ebene dasselbe statische Moment wie die ganze Fläche hat, voraus- 
gesetzt, daß man sich die Gesamtmasse M der Fläche mo verozanı 
denkt. 


Wählt man als Gerade g die x- oder y- Ayhe eines rechtwinkligen 
'Koordinatensystems, das in derselben Ebene liegt wie die Fläche, und 
bezeichnet = y(x,y) die Dichte an der Stelle x, y, so erhält man zur 


Bestimmung der Koordinaten &,n des Schwerpunktas die Gleichungen 


M& -/f® r(@,y)dady, Mn -/fy A y)dedy. 


5. Erfüllen die Massenelemente einen Bogen P,P, einer ebenen 


Kurve mit der Gleichung y = f(z) und ist „= y(x) die Dichte an der 


Stelle mit der Abszisse x, so sind die Koordinaten &,n des Schwer- 
punktes dieses Kurvenbogens bestimmt durch 


wobei | 
M- EN vo Marla 


. i 


% y 


M& -/ Ba Ya er „move +( 22) da, “ “ 


a a: 


Masse gewisser nicht homogener Gebilde. N 397 


@. Bei Hamapanke Dichte der in Regel 3 bis 6 erwähnten geome- 
trischen Gebilde wird die Funktion > eine Konstante, die auch in M 


als Faktor enthalten ist und sich daher in den betreffenden Formeln weg- 


heben läßt. Anstelle von M tritt alsdann in Regel 3 das Volumen P, 
in Regel 4 der Flächeninhalt F', in Regel 5 die Bogenlänge s. 


Beispiele. 


1. Die Masse eines materiellen Kreiskegels zu bestimmen, dessen 
Dichte proportional der n‘* Potenz des Abstandes von einer durch die 
Spitze parallel zur Basis gelegten Ebene und in der Einheit des Ab- 
standes gleich « ist. Der Kegel entstehe dadurch, daß eine gegen seine 


Achse unter dem Winkel « geneigte Gerade um diese Achse rotiert; die 
Höhe des Kegels sei h. 


Wählt man die x-Achse als Achse, den Koordinatenanfang als 
Spitze des Kegels, so ist „’+2°—= a*tg’o dessen Gleichung und man 


erhält nach Regel 2 


M= SIS rer anayas - 2 [| Vtgta— Yan dy. 


Bei der Integration nach y sind —xtg« und +ztga die Integrations- 
grenzen; am besten führt man an Stelle von y durch y=ztge«sing eine 
neues Veränderliche p ein und erhält nun — 4x und +4 als Integra- 
tionsgrenzen. Man findt 


en 

+xtigo 2 

et u—y” A, fostgdp-attg'a-ia, 
— ziga il 


2. 


Bahr wird im Fallen +2 >0 


2 7 Bi 
M= un tgta [art2da =} vs 
0 


2. Die Fläche einer Zllipse mit den Halbachsen a, b ist derart mit. 


Masse belegt, daß die Dichte proportional dem Abstand von der Achse 2a 


und in der Einheit des Abstandes gleich x ist. Wie groß ist die Ge- 


samtmasse M der Ellipsenfläche? 


. Bei Berücksichtigung der oberen Halbellipas findet man 


x= NE + Ve-z 


iu-| Fouunisfonnee 


z=—Q 


somit wird die Masse der ganzen Ellipse 


M=3ab?x. 
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3. Die Dichte einer Kugel vom Radias a ist proportional der 
n'® Potenz des Abstandes vom Mittelpunkt (n>— 2) und in der Ein- 
heit des Abstandes gleich x. Die Masse der Kugel zu bestimmen. 

Unter Benutzung des Ergebnisses von Aufg. 20, 8. 317 findet man 

rzaWwer d=Bn 
In: ar? 


M= I Serrsin ale ne 


©. © nt 3 
r=0 v=0 $=0 
Insbesondere im Falle n= --2 wird M=4Arxa. 


| 4. Den Schwerpunkt des bei einem Kreis vom Radius 
a zum Zentriwinkel « gehörigen Bogens AB zu bestimmen 
„ (Fig. 77). | 
Ist die x- Achse a: ERCZUTG NE aM Zentriwinkels | 
a des Kreises 2 + y?=a° und I=2asint« die Länge der 
zum Bogen AB gehörigen Sehne, so ist die Ordinate 7 des 
Schwerpunktes, wie aus Gründen der Symmetrie sofort 
folgt, gleich Null; seine Abszisse ist nach Regel & und @: 


Pig. %7. 


e a 
i 
rk a Yi+& Beurer 
y--. yva-oı | 


3 
wobei arc« die Länge des Kreisbagens AB bedentet. Man erhält 


2 
2 


1 a 
3 faay- et und &:@a=l:aree, 


d. h. | 
Der Schwerpunkt eines Kreisbogens liegt auf der Halbierungslinie 
des zugehörigen Zentriwinkels « derart, daß sich sein Abstand vom Kreis- 


EURE SR RN SR BEN RR BAR NSAHRNET BE BR BO Ja 1 BA Zar re a 1m 
x FOR a { I OERTeN ET BA RTL FI Bat Aa ER Da a ER ac BALUN EN MEAN 
3 nt ei Aue a 


mittelpunkt zum Radius verhält wie die Länge der zu « GETUE Sehne 


zur Länge des Kreisbogens. a 
5. Bei der Kettenlinie y = Mm Cof (=) den Schwerpunkt zu be- 


stimmen, und zwar a) für den vom Scheitel $ bis zum Punkte P, ge- 
zogenen Bogen, b) für einen beliebigen Bogen P, P, (vgl. Fig. 33, 8. 67). 
a) Es sei s, die in Aufg. 5, 3.271 bestimmte Tacse des . SL 
ferner seien x,,%, die Beardinsten ein P, und &,,1, die Koordinaten on 
des Schwerpunktes des Bogens SP). Alsdann folgt | 


& 4-1 fe60 & )dr = [mx Sin (5) )— (m&in (2) dx] ER | 


== =[e; Sin (=) — m Co (A 1) a m), 


Behwerpbukt eines Bogens der Kettenlinie. 329 
und wenn man beachtet, daß m Sin (=) = s, (vgl. Aufg. 5, S. 271) und 
m Co) (=) = y, ist, ergibt sich 


. Mn ö 
mi 2 —m). 
Ferner wird 


\ : N 
2 [sor(a) de = = — Sin 2) 4 +5 |. 
(vgl. Aufg. 16, 8. 68), oder 
m?ri t een R ME 
Mt, Sin (7,) Co (A)+5,- 0 (+ 
Bei Einführung des Winkels «,, den die in P, gezogene Tangente 


mit der positiven Richtung der x- „Achse bildet, il s=mige, (vgl. 
Aufg. 5, 8. 271), daher 


5, = An Mm) ode, mezlyı tz eo). 


Diese Formeln liefern sofort eine einfache Konstruktion der Koör- 
dinaten des Schwerpunktes des Bogens SP,. Offenbar ist &, gleich der 
Abszisse des Schnittpunktes der im Scheitel S und in P, gezogenen 
Tangenten der Kettenlinie; wie diese Tangenten konstruiert werden, ist 
schon in Teil I, $. 48 gezeigt worden. Die Ordinate n, ist offenbar halb 
so groß wie der Abschnitt, den die Normale von P, auf der y-Achse 
abschneidet, | 

b) Ist P,(z,, y,) ein anderer Punkt der Keltenlinie, dessen Abszisse 
dasselbe or kiohen haben möge wie die Abszisse von P, und ist 3, >.s, 
die Länge des Bogens SP,, dessen Schwerpunkt die Koördinalen &a Ma 
- hat, so findet man leicht für die Koordinaten &, 7 des Schwerpunktes 

des Bogens PP, =s=s,—s, die Werte 


En 2 sm TAN, 
8 N 8 


Haben die Abszissen von P, und P, entgegengesetzte Vorzeichen, 
liegen also P, und P, mit bezug auf die y-Achse auf verschiedenen 
Seiten, so ist $s=s, +5, und ınan findet für die Koordinaten des Schwer- 
punktes des Bogens P, P;: 


go sbtsh „amham, 
8 x 8: 


6. Die Koordinaten des Schwerpunktes eines Bogens P,P, der 
Parabel „= px zu berechnen. 
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Ist s die Länge des Bogens P, ‚P,, so ee 


s= ‚yırß fa-/% Vi+ ei av, 


Yyı 


und wenn man wie in Aufg. 8, 3.275 durch die Substitution 2y: p-Sinu | 
hyperbolische Funktionen einführt, folgt 


se-1p f Sintu Coftudu = up fi Sin? 2udu, 


oder mit Benutzung von Aue 16, 8.68: 
se = 92 [Sin du — Au]‘” *- 


u= ur 
‚Ferner findet man 


y--+ pr [ Sin u 80]? udu = 4,p°(Cof %, — Sof u,). 


u 


Hierbei ist nach Aufg. 8, 8. 275: 
s=+p[Sin2u + 2u], 


Me 


' Der Ausdruck für sn kann in eine ee Gestalt gebracht werden, . 
wenn man sich daran erinnert, daß der Ausdruck 3p Cof?u gleich der 
Länge o des dem Punkt mit dem Parameter u zugehörigen Kran | 
radius ist (vgl. Aufg. 1, 5.296). Offenbar wird alsdann 


sn is ip), | 


wo @,, 0, die Längen der zu den Endpunkten P,, P, des Parabelbogens 
gehörigen Krümmungsradien bedeuten, ER. 

7. Die Koordinaten des Schwerpunktes eines Bogens der logarith- K 
mischen Spirale r = ae? zu berechnen; ©, und ®, seien die zu den Eind- 
punkten P,, P, des Bogens gehörigen Polkrwinkel 


Die Bogenlänge wird nach Regel 3, 8. 268. 


ferner wird 
3, 


% a | 
sE= fr cos eyr + (3) d$ = a!Y2 | 2? cos#d# 
$, y 9 


> —a2y2 [e?(2 cod+ sin ®) |5; 


An 
BEIN 
: a 


ferner wird 


Br A a ee Ra NE 


ahnerinke: eines Bogens der Parabel und der Schraubenlinie.e 331 
ei Anfg. 1,8. 105), analog | en 
9, / | 
in = a? vo fe sin dd$ = - a®y2 bar (2sin$ — eos ®)];: 


8. Man bestimme die Koordinaten des Schwerpunktes eines Bogens 


der Schraubenlinie, die durch die Parameterdarstellung 


z= a cost, y=asint, ee 


gegeben ist. Die Endpunkte des Bogens seien durch die Parameter t= 0 
und 2 =, bestimmt; kt, = c, sei die zum Punkt mit dem Parameter i, 


.. gehörige FR bordinktei 


Offenbar liegt die Schranbenlinie auf dem geraden Kreiszylinder, 


dessen Achse mit der z-Achse des Koordinatensystems zusammenfällt; 


die. zur Achse rechtwinkligen ebenen Schnitte des Zylinders sind Bra 
vom Radius «a. Man kann die Schraubenlinie als Bahn eines Punktes P 
betrachten, der sich auf dem vertikal stehend gedachten Zylinder so bewegt, 
daß der Abstand des Punktes P von einer wagrechten Ebene (der xy-Ebene) 
dem Winkel proportional ist, den die senkrechte Projektion des Punktes 
auf diese Ebene beschreibt. Während diese Projektion einmal einen Kreis 
vom Radius a durchläuft, ändert sich die z-Koordinate des Punktes P 
um den Betrag h, die sogenannte Ganghöhe der Schraubenlinie. 


Die Bogenlänge wird (vgl. Regel &, 5. 269) 


- t, 
s- I VerRd-yor Rt; 
0 er 


&ı 


[Ver ka costdt = Va Psint, in 5 sind, 
1 


sn - [vorne sintdi= -ayaltk k2(1 oh), = = d- —cost,), 


u [varmıa ven: tu. 


9. Den Schwerpunkt des Segments zu bestimmen, das von der 
Parabel y” = px durch die Gerade x = x, abgeschnitten wird. 
Der Flächeninhalt F’ dieses Ser ist nach Aufg. 24, S. 7 gleich 


#2, Yp&,; ferner wird 
 z=a y=+Vpz 
Fi= Jraa- ve: Vadz- ! ypz* ‚ "also = om. 


En Nuee 
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Der Schwerpunkt liegt natürlich auf der Achse der Parabel, seine Ordi- 
nate ist daher 7 = 0; wie man sieht, ist & unabhängig. von dem Para-. 
meter » der Parabel. 

10. Den Schwerpunkt der Fläche zu bestimmen, die durch den 
Bogen OP, der Kurve y=ca2*, (n>0), die Ordinate MP, von P, und 
das Stück OM, der x-Achse begrenzt ist (Fig. 8, S. 8). Horn be- 
stimme man die Kurve, die der Schwerpunkt S der jeweiligen Fläche 
P,OM,P., beschreibt, wenn der Punkt P, auf I Kurve 


Die Fläche P,OM,P., hat den Inhalt != Fee 1 Pa a Lu Yı x 
‚Ferner ist 
ma, yacıı 7 5 
oA | Di n+1 BE ex" #ihe Ita ln 
ne Eee: DE dx ET = ie 
en A 2 an+1 p) 
2 Be ER a nn. 
im-f Saar; eh AT an sen tn) 
x= y= 


a zen n 
Die Bahnkurve des Punktes $ ergibt sich durch Time von 
2, 9, aus den Gleichungen für &, 7 und aus y, =cz,". Man erhält die 
Parabel »‘* Ordnung | “ N 
| en 4) n=c ) En, 
- 11. Die Fläche des ersten Quadranten der’ Ellipse 


x? y? 
et 


sei mit, Masse belegt, deren Dichte an der Stelle x, y durch y = xıy 
gegeben ist, wo x eine Konstante bedeutet. Die Koordinaten des Schwer- 
punktes a Fläche zu berechnen. 

Für die Masse des Quadranten findet man 


zeoy- + ya 
77 


® } a £) 
u-uf Fonasar U for nur 
® 0 


N) y=d 
ferner wird 


EN 
r=6 v=+— Vea—ı 


. 


M£ = .f fs, - I gort, 


y=0D 2=0 


er ; E : 
Se > < N 
En 
En ER ES 
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daher 
Er 8 8 

en ren 


12. Die Gleichung einer ebenen Kurve ist in Polarkoordinaten 
durch r = f (#) gegeben; man bestimme den Schwerpunkt des Sektors, 
der durch-einen Bogen der Kurve und die Radienvektoren seiner End- 
punkte P,(r,,®,) und P,(r,,9,) bestimmt ist. | 


Der Flächeninhalt des euch ist nach Ragel 4, 8. 246f.: 


4 a8, wobei r= (9). 


Für die rechtwinkligen Koordinaten Ei N Me Schrerbunklen in einem 
Koordinatensystem, dessen Anfangspunkt und x-Achse mit Pol und 
Polarachse des Systems von Polarkoordinaten zusammenfallen, findet man 
88 4 cos#ds, Sn 4 [fr sin#d®, 
3 N 

wobei wieder r = f(®) ist. 

13. Man bestimme hiernach den Bohakepunkt des Kreissehtors 
AOBA in Aufg. 4, 5. 328. 


Aus Gründen der Renee wirdn = 0 ferner findet man 


45 @ 
N 17, A 
SeE= Sr c0sF dd = ae, 
1 
6 
und mit; Rücksicht auf 8 = a?« folgt 
4 siuse 
ee 


wobei der Nenner « das zum Zentriwinkel « Den en wel. 
Teil I, S. 30) bedeutet, 
Insbesondere für den Halbkreis («= 180°) wird De für a 

a hranten (& & = 90°) wird > ae 


14. Den Schwerpunkt der von 2 0 bis &=x gerechneten Fläche 
der Archimedischen Spirale r = a® (vgl. Teil I, 5. 38) zu bestimmen. 
Der Inhalt dieser Fläche wenn 


Dingeldey: Differentisl- u. Integrairechnung. II 3. Aufl 22 


RES, j& KR NT RAN RS SEN IR CA ER ILENN 
5 N ER ER PRRBSNENAIE 
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Ferner findet man wu ' u. 


x N | AN SM, | 
Se=la? f »cosddd = za sind +3Hcoad—695ind — 6cosd),, 
ER. N N Be: 


(vgl. Aufg. 5, S. 106), oder | | we 
ve N an 12), eh ee) nz \ re 


7 
Sn—4a Pensde- al 9°c0s0 + 39°sin + 690000 — Gun, 
ö 
- I 62), daher ne mn! 
15. Der zu dem Inkervall va=z bie = % gehörige Bogen “ 


der Kurve „= f(x) rotiert um die x-Achse; man soll den She iR 
‚des Mantels des se entstehenden Rotationskörpers bestimmen. “ N 


Der Flächeninhalt des Mantels ist bekanntlich (rel Ren 9 2,8. 205) 


O0=- Var (2) ax; 


der Schwerpunkt tiöge aus Gründen der Skre auf der &- Ach, 
und zwar findet man seine Abszisse durch | 


16. Die vorstehende Formel auf die Oberfläche der Zone anzu- an 
wenden, die aus einer Kugel durch : zwei parallele Ebenen bereuen ER 
schnitten wird. 

Die Kugel entstehe durch Rotation des Kreise + ya? we 
die x-Achse; = x, und x =, seien die Gleichungen der Khenenz, die 
die Kugelzone herausschneiden. 


Ausa+ymal folgt ne Sk h « un 


dy aimedyei a, 
‚da Yo-ar ee eh HR 


daher 
Ö — 2% Sa dz = 2an(, — u). | 


> 2 

Ferner wırd 
| w 2% | a 
OE = 217 ande = anla)- Ba 9: int), 


ie 


FE NEN HN! Me RR. NEN EN EERREEN ERS 10 
WEN NUT | % 


Schwerpunkt e einer gewissen Bohicht beim Kllipsoid: Br 835 
Wer hinkt ist daher der Mittelpunkt der durch die u 2, 
udı= %, auf der Rotationsachse begrenzten Strecke, 
E 17. Den Schwerpunkt des Körpers zu Ben ‚der aus dem 
 Eillipsoid 
2 + 2 r = = 1 


durch die zwei zur x-Achse hl rikligen Ebenen = undze— &y 
herausgeschnitten wird. 


Für das Volumen dieses Körpers Endet man (vgl. Aufg. 4, 8. 3071. 64: 
Kuren 2 
v2 | da Bo) - a). 


71 


OR Ferner wird 


ri eu der 2 fier- as 


= 2 E) & 
Zr ed (Xa” u, (ar —2%)} 
daher - | 
32 - A) tn- u 3 tt N), 
AN) 3 a) Ha’ 4 3 — n’—n’— am, 


Die Koordinaten n, & des Schwerpunktes sind natürlich Null, da 


der Körper symmetrisch um die «- Achse angeordnet ist. 


18. Ein gerader, Kreiskegel von der Höhe h und mit einer Basis 
vom Radius a ist gegeben; man bestimme den Schwerpunkt des Kegel- | 


mantels und des körperlichen ‚Kegels. 


Wir können den Kegel dadurch entstanden denken ‚ daß eine 
durch den Koordinatenanfang gehende, unter dem Winkel « gegen die 
&-Achse geneigte'Gerade um diese Achse rotiert; dabei muß tga=a:h 
sein. 
| “ Für die Abszissen b, und £y der Schwerpunkte von Mantel und | 
Volumen des durch Rotation der Kurve y- f(z) um die x-Achse ent- 
Pi ‚stehenden Rotationskörpers gelten alsdann die Formeln 


TC N I 
980 = 2= [zuy 1+ DEZE a x | aytäz. 
Im ‚vorliegenden Falle ist bekanuklieh 
O=anya+l, V= Bar) Wo &,: 


29% 


ei 3. TEE AM We Pe " un 
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daher wird 
h 


h? 
Oo Eee (az Tee _ 2= hVaEER, b=-h. 


c08 «& co 3 
Ö 


h 


Ver=ntg? afaraz zig: X: ee bye h. 


2a 
v 


Die Koordinaten 7 und £ sind infolge der Symmetrie des Kegels 
gleich Null, sowohl für den Schwerpunkt des Mantels als für den des 
Körpers. Beide Schwerpunkte liegen im Innern des Kegels auf dessen 
Achse, der erste im Abstand 4h, der zweite im Abstand 1} von der 
Basis. | ee 

19. Bei einer Kugel vom Radius a bestimme man den Schwerpunkt 
des zu einem Zentriwinkel von der Größe 2« gehörigen Sektors. 


Wählt man die Symmetrielinie des Sektors als z-Achse und im 
tibrigen das Koordinatensystem so wie in Aufg. 20, 8.317, so erhält 
man für das Volumen v des Sektors nach Aufg. 21, S. 317 | 


V=3$a’n sin’ze; 
ferner wird 


rzaWw=a 9=1n 
> 


v=l Ir sin veosydrdyad - 10° | sin2vdy 
0 


r=0 v=90 $=0 


= zatz(l — e082«) = za'azsin’a=atrsin’za cos?4 
daher 
= 3a cos? }« 
Die Koordinaten & und n sind en Null. Insbesondere für eine 
Halbkugel wird « = 90° und $ = 2a. 


20. Aus einer durch die Ebene z = 0 (oder d = 3, vgl. Aufg. 23, SH 


8. 290) begrenzten Halbkugel (Mittelpunkt O) vom Radius a wird durch 
zwei Meridianebenen, die miteinander den Winkel « bilden, ein keilför- 
miger Körper herausgeschnitten; man soll dessen Schwerpunkt bestimmen. 


Für das Volumen V des Körpers besteht offenbar die Proportion 


Y:3a’n = a’: 360°, daher ist VY= 4a°«, wo nun « das zum Winkelloa 


gehörige Bogenmaß beim Kreis vom Radius Eins bedeutet. 


FäHt die eine der beiden Meridianebenen mit der z2-Ebene zu- | 
sammen, so folgt (vgl. ne 20, 8.317): 
Pa u-4n Se Br yr 


; a y % 
ve=/ f [reintveossaravas - 1 atsine j eintpaprere 

‚=0 w=0 I3=0 i 
® 


ze 
7 
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raa != 3" 9=a 


VYn= f frsintvsin Sdravda | _—— = — c08«), 
r=0 v=0 we 


r=aY=g#9=0 Az 
r- il [rsinveosvaravan— lat efünvonven- 40 iu. 
r=0 Yp= 09=0 
Man erhält somit 
sin 3 8 (! — cos«) 3 
bl on" ln er a 


Insbesondere für den Kugeloktanten (e=4z) wird $=y1=$=-H}a. 
. 21. Besteht ein Körper von der Gesamtmasse M aus einzelnen 
Teilen von den Massen M,, M;,..., deren Schwerpunkte die Koordi- 
naten 8,71, &5 $ 9, 85... haben, während die Dichte an irgend einer 
Stelle P dieser Teile düräh Y(%, 9 2), bzw. plz, 2), .. gegeben ist, 
so folgt aus der Definition des Schwerpunktes, daB die Gleichung 


(i) m) la y,2)cdıdydz [SS Y(2, Y, RT 


oder 


(2) B. Mt= M,&,+M, u 


besteht, wobei & die x-Koordinate des Schwerpunktes S des ganzen 
Körpers bedeutet; und entsprechende Gleichungen gelten für die y- und 
2-Koordinate. Den Iniestelen sind natürlich noch die Grenzen bei- 
zufügen. 


Ist die Dichte des Körpers homogen, V sein Volumen und ib 
I P,.:. die Volumina der einzelnen Teile, so tritt | 


), ne Mr 
an Stelle der Formel (2). 


‘Man soll nun die Gleichung (3) bei Bestimmung des Schworpante S 
eines Körpers anwenden, der aus einer Halbkugel vom Radius a und 
einem geraden Kreiskegel 50 zusammengesetzt ist, daß die Basis der 
Halbkugel mit der Basis des Kegels zusammenfälit; die Höhe des Kegels 
sei h. Man benutze hierbei die Ergebnisse von Aufp. 19, 8.336 und 
Aufg. 18, 8. 335 £. 


Die Kegelachse liege in der x-Achse, rechts von der y3-Ebene, der 
‘Mittelpunkt der Kegelbasis im Koordinatenanfang. Die Koordinaten n 
und & des Schwerpunktes $ ‚sind infolge der Symmetrie des Körpers 
zur Achse gleich Null. Da ferner die Koordinate £, des Schwer- 
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Punktes der Halbkugel Slesch — ta, die des Schwerpunktes des Kaya! 2 % 
&,= +h ist, folgt mit Rücksicht auf BI: m a, 


dah AFa’n + ta!ah)E = — da’z satzatah:ih, | 
aber 
en 1 h? — 30° 
4 h+2a 


Im Falle h = ay3 wird 2 = 0, der Schwerpunkt des Körpers liegt, | 
im Mittelpunkt der Halbkugel. Da Sich nun ein in einem Punkt unter- 
stützter Körper im Gleichgewicht befindet, wenn dieser Punkt senkrecht 


unter dem Schwerpunkt des Körpers liegt, so ist im Falle =aY3 | & 
Gleichgewicht vorhanden, gleichgültig mit welcher Stelle der He Euge Bi 
man den Körper auf eine wagrechte Ebene aufsetzt.!) | 


22. Man soll die folgenden beiden Sätze beweisen: 


a) Das Volumen des Rotationskörpers, der entsteht, wenn der Bere 
P,P, einer ebenen Kurvs oder, was den gleichen Erfolg haben würde, 
die Fläche P,M,M,P, um die in der Ebene der Kurve liegende Achse 
M,M, ler aid ehe, indem: man den Inhalt der rotierenden 
Fläche mit der Länge des Weges multipliziert, den der Schwerpunkt 
der Fläche bei der Rotation beschreibt. | 

b) Der Flächeninhalt des Mantels desselben Rotationskörpers wird. 
erhalten, indem man die Länge des rotierenden Bogens mit der Lünge 
des Weges multipliziert, den der Schwerpunkt des Bogens bei der Ko: h% 
tation beschreibt.?) a 

Wählt man nämlich die Rotationsachse ala x- les und ist y f 8 
die Gleichung der rotierenden Kurve, so ist die Ordinate n, des Schwer- 
punktes der rotierenden Fläche vom Inhalt F nach Regel & und 6 
3.326 f. gegeben durch 


Fr, - | Kaz, daher wird F.2a2n,= I N 

ä en we 

wobei y durch f(x) zu ersetzen ist. Die rechte Seite der letzten Glei- I 
chung stellt aber nach Regel 1, S.295 das Volumen des a kan 
körpers dar. 


1). Vgl. A. Fuhrmann, Aufgaban BUB der analytischen Mechanik, 1. Teil, Er 
2. Aufl., Leipzig 1879, 8. 78. A 

2) Die beiden Sätze waren schon dem Mathematiker Pappus bekannt, de 
um das Jahr 300 n. Chr. in Alexandrien lebte; vgl. Pappi Alexandrini Cole- 
tionis quae supersunt, hrsgg. von F. Hultsch, Bd. 2, Berlin 1877, S. 682%. Dr 
auf das Volumen des - 'Rotationskörpers bezügliche Satz wurde von P. Guldin 
wieder gefunden und im 2. Buche seines Werkes Centrobaryca, Wien 1640 ver 
. Öffentlicht; der Satz ist unter dem Namen der Guldinschen Regel bekannt, Br 
jedoch richtiger nach Eu pus genannt werden. Ile, 


u n A? 
3 a RT NT BE 
ER ES a a ee A ar - Ze 


TE rag Ka ee LEE: SERIEN Sun DLR ES RR 
“ x \ al we Regeln von Das Guldin). Tebgheitsmomente. ui 339 


Ws Sr m Beweis des Satzes b) beachte man, daB die Ordinate 7, des 
Schwerpunktes des rotierenden a $ nach Regel 5 und 6, S. 326f. 
Er: uuegeben ist durch 


= JuVi rl + )'dz, daher wird $- N wi a de. 


2 


Die rechte Seite der letzten Gleichung stellt aber nach Regel 2, 8. 295 
‘ den Flächeninhalt des Mantels des ige ne dar. 


2. 
Bestimmung von Trägheitsmomenten. 


Schon auf S. 325 und 326 wurde das statische oder lineare Moment 

eines Massenelements oder eines Systems solcher Elemente in bezug 

auf eine Gerade oder eine Ebene behandelt. Dort war die Masse m 
eines jeden Elements mit der ersten Potenz seines Abstandes von der 
Geraden oder von der Ebene zu multiplizieren. Tritt an die Stelle der 
ersten Potenz das Quadrat des Abstandes r, so erhält man das Träg- 


heilsmoment 
J = Imr? 


des Massensystems, und zwar dus achsiale oder das planare Trägheitsmo- | 
ER ment, je nachdem die Größen r, Abstände: von einer Geraden oder von 

einer Ebene bedeuten sollen. Ganz entsprechend werden die Trägheitsmo- 
mente von rein geometrischen Gebilden, also von Kurvenbogen, Flächen 
und Körpern definiert; die zugehörigen Elemente sind bei rechtwinkligen 


Koordinaten: as-Yı 4 2) dx, dady, dadydz. 


Re Das ne 2“ Körpers ist wichtig für die Mechanik, 

so z.B. bei der Bestimmung der Schwingungsdauer des physischen Pen. 

' dels, d. h. eines Körpers, der um eine wagrechte nicht durch seinen , 
Schwerpunkt gehende feste Achse drehbar ist. In der Mechanik wird 
gezeigt, daß die Schwingungsdauer eines beliebigen physischen und eines 
mathematischen Pendels von der Länge ! übereinstimmen, falls 

J 
M. hen | 

ist, Hierbei bedeutet J/ das Trägheitsmoment des physischen Pendels 
in bezug auf die Drehachse, M dessen Masse und A den Abstand seines 
 Schwerpunktes von der Drehachse; die Größe I ea en man als 

I reduzierte Enusläuge: Ba 
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Ferner ist z. B. die Ichendige Kraft einer um eine feste Achse mit | is 


der Winkelgeschwindigkeit & rotierenden Masse gleich dem Produkt 
aus +0? und dem Trägheitsmoment J der Masse in bezug auf die 


Achse; der Ausdruck Jw? stellt die in dem rotierenden Körper auf- 


gespeicherte Energie dar j 


Das Trägheitsmoment ebener Flächen wird als achsial, auch als äqua- 


torial bezeichnet, wenn es auf eine in der Ebene der betreffenden Fläche 


liegende Achse bezogen wird, als polar, wenn es auf einen Punkt P 


dieser Ebene oder, was auf dasselbe hinauskommt, auf eine durch ? 
rechtwinklig zu der Ebene gelegte Achse bezogen wird. 

Das achsiale Trägheitsmoment ebener Flächen wird in der Festigkeits- 
lehre bei Bestimmung der elastischen Durchbiegung eines belasteten ein- 
gespannten oder auf Lagern ruhenden Balkens benutzt, sowie bei Be- 


stimmung der Spannung, die die einzelnen Teile eines Balkenguerschnitts 


erleiden. 


Für die Trägheitsmomente von n Bogen, ebenen Flächen und Körpern 
gelten folgende Regeln: 


1. Die Trägheitsmomente J, bzw. J, des sich vom Punkt P, bis 


zum Punkt P, erstreckenden Bogens der ebenen Kurve y=f(x) in bezur 


auf die x- Haha bzw. res sind durch die Formeln gegeben: 


n- [vVi+@) ayı’ de, „= JeVi+l9 = 


2. Für die Trägheitsmomente einer in der xy-Ebene liegenden 
' Fläche mit Bezug auf die x-Achse bzw. y-Achse gelten die Formeln: 


en eff ’dady, J, = ara 
z% Yı ER Yu, 


| Wird hier erst nach y dann nach x integriert, so sind für y, und y, 

die entsprechenden Funktionen von & einzutragen, x, und x, sind dann 
reine Zahlen; wird umgekehrt erst nach x, dann nach y integriert, so 
sind im allgemeinen x, und x, Funktionen von y, hingegen y, und % 
reine Zahlen (vgl. Regel 6, S. 305). 


3. Für das Trägheitsmoment J, einer in der xy-Ebene ea 


Fläche mit Bezug auf eine durch den Koordinatenanfang gehende zu 


dieser Ebene rechtwinklige Achse (z-Achse) gilt die Formel 


X %o 


| Tl for mauay, 


% %ı 


Wie man sofort bemerkt, ist J,= J, + J,. 


Trägheitemoment in bezug auf parallele Achsen. 341 


&. Die Trägheitsmomente eines Körpers in bezug auf die Achsen 
eines rechtwinkligen De sind: 


SS] + Mazayaz, I,-/[[fe+Marayaz, 
i J, Ds, y)dadydz; 


die noch beizufügenden Integrationsgrenzen hängen natürlich von der Be- 
grenzung des Körpers ab. 

5. Da der Ausdruck O'm,r? für das Trägheitsmoment die Du 
drate der Abstände der einzelnen Massenelemente von der betreffenden . 
Achse oder Ebene enthält, sind die Trägheitsmomente quadratische Mo- 
mente oder solche zweiter Ordnung. Zu diesen gehören auch die so- 


el genannten Zentrifugalmomente oder Deviationsmomente; sie beziehen sich 


auf ein Paar von (meist zueinander rechtwinkligen) Achsen oder Ebenen 
und sind Ausdrücke von der Form I'm, r,s,, wo r, und s, die Abstände 


iv? 
des Massenelementes m, von den beiden Achsen oder den beiden Ebenen 
bedeuten, je nachdem es sich um ein achsiales oder planares Zentrifugal- 
moment handelt. Entsprechendes gilt für rein geometrische Gebilde. 
Wir geben hier nur die Formel für das Zentrifugalmoment Z,,, 
eines in der xy-Ebene liegenden Flächenstücks in bezug auf das Paar 


der Koordinatenaehsen. Man erhält 


Z,, 5 - [| zyazay, 


und hier ist bezüglich der Integrationsgrenzen dasselbe zu bemerken 
wie zuvor in Regel 2. 

6. Als Trägheitsradius eines Massensystems bezeichnet man eine 
Strecke von solcher Beschaffenheit, daß das Produkt aus dem Quadrat 
der Länge dieser Strecke und der Gesamtmasse des Systems gleich dem 
Trägheitsmoment .J dieses Systems ist. Je nachdem .J achsial oder planar 
ist (vgl. S. 339), unterscheidet man axiale und planare Trägheitsradien. 
Entsprechend ist der Trägheitsradius bei rein geometrischen Gebilden 
zu definieren, und es sind drei Fälle zu unterscheiden, je en 
dieses Gebilde eine Kurve, eine Fläche oder ein BODEN E ist. 


Beispiele, 


1. Zunächst soll ein Satz bewiesen werden, mit Hilfe dessen sieh 
die Bestimmung von De omen häufig sehr vereinfacht. Er 
lautet: 

Das Trägheitsmonent .J, eines Körpers von der Masse M ın bezug 
auf eine beliebige Achse g erhält man, wenn man das Trägheitsmoment 


6, des Körpers in bezug auf eine dürch seinen Schwerpunkt S parallel 


zur Achse g gezogene Gerade (z-Achse) um das Produkt aus M und 


a 22. Bestimmung v von ı Trägheitemomenten. BEN 


dem Oucdret, c? des Abstandes € ee beiden Anhean) vermehrt. Hier. 
nach ist 


RN 


I It eM. “ 


| Der entsprechende Satz gilt auch für einen rein Brom 
Körper, ferner für Flächen und Kurvenbogen, und zwar können diese 
mit Masse belegt sein (vgl. S. 324.) oder rein geometrische Gebilde sein. 


Wir beschränken uns beim Beweis des Satzes auf den Fall eines 
Körpers von der Masse M; in den anderen Fällen ist das Bowie ji 
fehren ähnlich. Der Anfangspunkt eines Rear rechtwinkliger Koor- 
dinaten x, y, 2 liege im Schwerpunkt $, die x-Achse sei, wie schon “ 
angedeutet, zur Achse g parallel und außerdem möge diese Gerade g in 
der xy-Ebene liegen, ya jederzeit angenommen werden kann, denn u { 
sollte diese Voraussetzung einmal nicht erfüllt sein, so kann man das 
Koordinatensystem um die x-Achse drehen, bis sie erfüllt ıst. u 


Bezeichnet dm ein Massenelement des Körpers, so ist alsdanıı | 
new dm, q, ei (y+Ö'+ am, 0 a 


wo das Tnsagssieisten ım allgemeinen eine dreifache Integration an- 

deutet (vgl. Regel 2, 3. 525). Bei y+ ce ist das obere oder untere Vor- 

zeichen zu setzen, je nachdem der Schnittpunkt der Achse g und der 
y4-Ache eine negative oder positive y-Koordinate hat. Man erhält Es 2 


n-fw ram rofamszefyim r 


und hier verschwindet das letzte Integral, denn sein Wert ist nach N 
Regel 3, 8. 325f. der y-Koordinate des Schwerpunktes S proportional, 
die jetzt Null ist, da $ im Koordinatenanfang legt, So er Br sich a 

der Tat h 


2 
2 N Z 


Var T+eM. 


2. Der eine Endpunkt A einer ‚Strecke von der Tänge I hat ı von einer 

mit dieser Strecke in derselben Ebene liegenden Achse (X- Achse) den 
Abstand a, der andere Endpunkt B den Abstand b>a. 
Man soll das Trägheitsmoment der Strecke AB in 
bezug auf die Achse bestimmen. E 

Legt man die y-Achse durch den Pınkt A ehe 

ii winklig zur x-Achse und bedeutet « den Neigungs- 
en winkel der Beraden AB (Fig. 78), so ist y-a+ a 
ER a Nach Regel 1, S. 340 wird also 


1co8« 


a ereea, - 4160 +3alsine + Reina), 


coR«. 


I x I:  Trägheitsmoment einer Strecke, und eines Kreisbogens. 843 
a und wenn man sin « er Isine=-b—a eliminiert, folgt 
j J;— 41(a’ + b?+ ab). | 


N. | i | 
2 3. Die Trägheitsmomente eines zum Zentriwinkel & gehörigen 
Kreisbogens sollen in bezug auf zwei zueinander recht- % 
 winklige Kreisdurchmesser bestimmt werden, deren einer 
"durch den einen Endpunkt des Bogens geht; die Länge 
des Kreisradius sei @«. 


ä Bei der aus Fig. 79 ersichtlichen Lage des Koordi- 
.  natensystems und bei Benutzung von Polarkoordinaten r, & ist all- 
‚gemein 


9 
[av + (42) sin?2.d8, ze: cos?Fd%. 


Im vorliegenden Fall, wo r —a die Gleichung des Kreises darstellt, er- 
hält man | 


Fig. 79. 


& 


= Ja’sin’d#d9 = 3a’(e — sin«acose«), 
>, {1} R 


J, - fa: co} dH — lad(a + sin«cosa). 
| ö | | | 


| Das Trägheitsmoment der ganzen Kreisperipherie ın bezug auf 
irgend einen Durchmesser wird offenbar J = a’x. 
4. Die Trägheitsmomente einer durch 


zo, 4-1, 2= u), 
sr gegebenen Raumkurve in bezug auf die Koordinatenachsen zu beim 


Nach Regel 4, 8. 269 gilt für ein Bogenelement ds der Raumkurve 


die Formel ds = Yp’(t)? + x (0? +’ (t)*dt. Da ferner die Ausdrücke 
+2,24 2,22 -+ y? die ee der Abstände des Punktes P(z, y, 2) 

Sn den Kondome darstellen, erhält man ähnlich wie in Regel, 
.-. 8.340 bei einer ebenen Kurve: 


nfar Ver Fr 
= fie ya Fonds, 


1. fort Ve er FRA. 
h- h 


AU [AUF nal Det DEE REN NN a Kubas) ala San ET a 2 
uni: An Bi NOTEN Fr 
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5. Man wende die vorstehenden Formeln an auf eine Strecke von 


der Länge /, die der Geraden 
z=aH+rteosa, y=b+tcosß, z=c+tcosy 


angehört. Der eine Endpunkt P, der Strecke habe den Parameter =0, 
also die Koordinaten a, b, c; £=[! ist der Parameter des in der Rich- 
tung &, 8, y auf der Geraden gelegenen anderen Endpunktes P, der 
Strecke. | 


Man erhält | 
: v 
0 + (e+ teosy)?} dt 
vaaladı ergibt 
J=1{b’+c+L(beosß+ceosp) +4Psinde}- 


Entsprechende Werte haben J, und J,. 


6. Die Seiten eines Rechteck. haben die Längen b und h; man be- 
stimme das Trägheitsmoment der Fläche des Rechtecks in bezug: auf 
eine dureh ihren Mittelpunkt Pral zur Seite _b gezogene Gerade 
(x- Achse). 

Man erhält bei Benutzung des aus Fig. 30 ersichtlichen Koordina- 
tensystems „ 


+ 


T, =» fyray= ol 


= h : 

Das Trägheitsmoment eines Rechtecks ist wichtig zur Bestimmung Ei 
der Trägheitsmomente anderer Figuren, die aus Rechtecken zusammen- 
gesetzt sind. Wird z.B. aus dem Rechteck A BCD in Figur 80 ein Recht- 


eck EFGH herausgeschnitten, dessen zu AB und CD parallele Seiten 


EF und GH von der x-Achse um die 
Strecken 4A, entfernt sind, so erhält 
man eine Figur (Fig. 81), deren Träg- 
heitsmoment J, in bezug auf die x- Achse 
gleich 4b (h? — h,?) ist. | 
Wöärden die Beiden Rechtecke ABEF- 


StegKLMNvonderBreitedverbunden, 
der die y- Achse zur Symmetrielinie hat, so erhält man den Querschnitt 
der Doppel-T-Eisen oder I-Eisen, nur mit dem geringfügigen Unter- 
schied, daß bei dem Querschnitt, dieser Eisen die Ecken bei E, © ER 


fies. und @HCD oder Flanschen durch einen 


Trägheitsmoment eines Rechtecks. Widerstandamoment. 345 


G, H,K,L, M, N abgerundet sind und die inneren Flanschenflächen 
nicht genau parallel zu AB und OD Te sondern gegen AB und 
CD etwas geneigt sind. Ist EK=-LF=!b, somit d=b— b,, 
so wird 


1,= 30 -4,A,), 


denn J, ergibt sich, wenn man von dem Trägheitsmoment des Recht- 
‚ecks ABCD die Trägheitsmomente ; is 3 0ıh,” der Rechtecke EKGM 
und LFNH abzieht. | 


Wie aus der Definition der Trägheitsmomente hervorgeht, bleibt 
diese unverändert, wenn einzelne Flächenteile in einer zur Achse par- 
allelen Richtung verschoben werden. Wird z. B. in Figur 81 
der Steg KLMN verschoben, bis KM mit EG zusammen- 
fällt, so erhält man den Querschnitt der [-Eisen (Fig. 82). 

7. Bei einem belasteten Stab oder Balken, der bei- 
spielsweise am einen Ende eingespannt oder an mehreren 
Stellen aufgelagert ist, spielt die Bestimmung des sogenann- s 
ten Widerstandsmoments eines Querschnitts eine wichtige 
Rolle. Allgemein versteht man unter dem Widerstandsmoment W einer 
ebenen Fläche F in bezug auf eine in ihrer Ebene liegende Achse g 
den Quotienten aus dem Trägheitsmoment von F' in bezug auf g und 
dem absoluten Abstand 7 der Achse g von derjenigen Stelle der Fläche 
F, die von 9 am weitesten entfernt ist. 


Es werde nun ein wagrechter prismatischer Balken durch ver tikale, 
zur Längsrichtung des Balkens rechtwinklige Ebenen geschnitten und 
_ die in der Praxis wohl stets erfüllte Annahme gemacht, daß jeder dieser 
 Querschnitte eine vertikale Symmetrielinie habe. Alsdann bezeichnet 
man die Verbindungslinie der Schwerpunkte dieser Querschnitte q als 
Achse des Balkens. In der Festigkeitslehre werden die Belastungen und 
Auflagerdrucke durch Kräfte dargestellt, die in den Punkten dieser 
Achse angreifen. Eine wagrechte Gerade, die in einem Querschnitt 
durch dessen Schwerpunkt gezogen ist, heißt die Nullinie, Schwerpunkts- 
achse oder neutrale Achse des Obemahnistei 


Ist nun ein Stab oder Balken am einen Ende eingespannt und an 
„einer oder mehreren Stellen belastet, oder ist er auf Stützen gelagert 
‚und belastet, so wird er infolge dieser Belastung verbogen, es treten 
Spannungen ein, bei denen ein Teil der Längsfasern des Balkens 
einen Zug, also Verlängerung, ein anderer Teil einen Druck, also Ver- 
kürzung erleidet. Zwischen beiden Teilen liegt eine Schicht von Fasern, 
deren Länge sich nicht geändert hat, die neutrale Faserschicht. Es wird 


Fig. 82. 


ferner angenommen, daß Flächenelemente, die vor der Verbiegung in 


einem und demselben Querschnitt lagen, auch nach der Biegung in einer 
Ebene liegen. Wie in der Festigkeitslehre gezeigt wird, schneidet als- 


BETH LTERBERT: ER er er N 1 NR: u BIER, 
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dann die tra Faserschicht den Querschnitt q in dessen neutraler 
Achse.) S 5 
| Man pflegt anzunehmen: daß die Spannung can Dr, einer Stelle 'S 
P des Querschnitts q dem Abstand von der neutralen Faserschicht pro, 
portional ist; auf einer Seite derselben bedeutet o einen Zug, auf der an- 
deren Seite einen Druck, in beiden Fällen wird gewöhnlich @ in Karen 
gemessen. Ist M das für den Querschnitt berechnete Biegung mon 
(vgl. S. 35),.J sein Trägheitsmoment in bezug auf seine neutrale Achse, 9 
der Abstand der Stelle P des Querschnitts von dieser Achse, so berechnet 
man die in P stattfindende Spannung e, wie in der Festigkeitslehre Be a 
Ban wird, nach der Formel 


M 
7; 
and der größte Wert, den die Spannung in einem Querschnitt erleidet, 
ist offenbar 
| -M:W, 


we W=J:mn das Widerstandsmoment des Must He q bedeutet 
(vgl. S. 345). | 

Ist die Gestalt des Guereekitie q nicht lern | zur ee 
Achse, so wird er durch diese Achse ‘nicht halbiert, sondern in zwei un- 
gleiche Teile q, und q, geteilt. Sind dann 7, und 7, die absoluten Ab- 
stände dieser Achse von der am weitesten entfernten Stelle des Teiles-. ; 
 q, bzw. q,, 50 unterscheidet man bei Bestimmung des Widerstandsmo- 

ments die beiden Fälle W = J:n, und W,=J:7,. 

Zur Anwendung der vorstehenden Pr und des Ergebninsen, 
von Aufg. 6 diene die folgende Aufgabe: De 

Das eine Ende eines 110 cm Jangen Balkens aus Eichenholz iet ein- 
gespannt, das andere Ende wird durch ein Gewicht von 500 kg auf Bess 
beansprucht. Der Balken hat rechteckigen Querschnitt. Wie groß müssen. 
die Breite b und die Höhe h des Querschnitts sein, wenn die Spannung 
höchstens 80 kg/gem (vgl. $. 29) betragen und die Tragfähigkeit ı em 
Maximum, d. h. (nach en S. Be b:h=5:T sein soll? | 


Hier ist 
| M = 110.500 kgem, W- Abn: i 5 —... 


PR Sl 
ern 


daher folgt | 
55000:.6  855000-6-7. 
A 


h=y5T5-119om, b=3h-12,8 om. 


80 — 


= 1) Vgl. z B. A Föppl, Vorlesungen über technische Mechanik, Bd. 1, 
3. Aufl., Leipzig 1905, S. 306—808; A. Ritter, Lehrbuch der Ingenieur-Mechanik 
2. Aufl., Leipzig 1886, 8.7; P. Etezbanı, Die technische Mechanik, 2. Tal n LeipnE 
und Berlin 1906, 8. 23. | 
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8. Will man bestimmen, welche Diinensionen der Querschnitt eines 


_ eisernen Trägers, z. B. eines Doppel-T-Eisens bei einer gewissen Be- 


3 ee und bei gegebener größter Biegungsspannung o haben muß, so 


genügt die Berechnung des Widerstandsmoments W mit Hilfe von 


W=M:o, wobei M das größte bei der gegebenen Belastung auf- 


tretende Biegungsmoment bezeichnet. Aus einer Tafel der deutschen 


x Normalprofile für Doppel-T-Eisen!) kann man 200kg 300kg 600%g 
alsdann entnehmen, welches Normalprofil dem | le 
gefundenen Widerstandsmoment entspricht. Ein 1150cm150cm 200cm ‚00cm 


ee, Beispiel hierzu bietet die folgende Aufgabe. 


ap ensas a 
Wenngleich zu ihrer Lösung Integralrechnung Fig. 83. 


nicht erforderlich ist, wird sie doch hier gelöst, um’ zu zeigen, von 


welcher Wichtigkeit die Bestimmung des Widerstandsmoments für die 


- Festigkeitslehre ist. 


Ein Doppel-T-Träger aus Walzeisen ist in A und B unterstützt 
und in der aus Fig. 83 ersichtlichen Weise an den Stellen C, D, E be- 


lastet; die größte zulässige Biegungsspannung 6 be- 4 

trage 1000 kg/qem. Man soll den Querschnitt be- R 

stimmen, dem das größte Biegungsmoment M zugehörtt # | 
und mit Hilfe der Formel # = M: W das Widerstands- ” 
moment W. e 


ev . 84. 
Die Lagerreaktionen bei A und findet man (vgl. j 
8.86) gleich 600 kg bzw. 500 kg; für die Biegungsmomente in 4, D 


und E ergeben sich die Werte 
Ms = 30000 kgem, M»—= + 30000 kgem, Mr + 50000 Eon 


somit ist M = 50000, We 50, man wird das Normalprofil Nr. 12 
wählen. 


9. Das Trägheitsmoment des Dreiecks ABC in bezug auf die Basis 


“ Fr 2. zu bestimmen. 


Ist h die Länge der zur Seite BU = a gehörigen Höhe des Dreiecks 
so rl für eine im Abstand HG = y De, zur Seite BÜ gezogene 


| Gerade EF (Fi ig. 84) die Beziehung 


EF:BC=AG:AH oder. EF= RN) 


ER Für Abs gesuchte Trägheitsmoment erhält man somit 


h Rh f 
M— ? 1 
Kr bu In Ar 


1) Vgl. 2. B. Des pe Taschenbuch. ecke vom akademischen 


hi ‚Versin Hatte, 21. Aufl, Bd. 1, Berlin 1911, 8. 658. 
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10. Von einer Parabel wird durch eine rechtwinklig zur Achse ge- 
‚zogene Gerade P,Q, ein Segment (Fig. 85) abgeschnitten; wie groß ist 
dessen Trägheitsmoment in bezug auf die Achse der Kurve 


ae und wie groß ist es in bezug auf die Scheiteltangente? 
N z . Man erhält 
h ee +VPp® 
a7  A=f Syaray, 
Fig. 85. &=0 y==-Ypx 


wenn y? = px die Gleichung der Parabel ist und der Punkt ?, die Ab- 
szisse X, hat; die Integration ergibt 


= u” 
Das Trägheitsmoment J, in bezug auf die DehertelODE DE wird 
ven y- +Ypz 
J, -/[ [a:dxay Hy. 
z=0 y=—Yp& 
11. Zwei konzentrische Ellipsen, deren Achsen aufeinander fallen, 
bilden einen elliptischen Ring; man bestimme dessen Trägheitsmoment 


in bezug auf jede Achse der beiden Ellipsen. Für die äußere Kurve 
seien a,, b, die Längen der Halbachsen, für die innere a <a,b<b,. 


DIE PR ar u) a N 
a ae ee 
FARBEN Paz NE RRE ET RESERVIEREN IT RANGE N 1 ORERLEIR VEERUESUEER EL TTRRERE 


Wird das Koordinatehasstem in der üblichen Weise angenommen, so er- 


hält man 
z=a, Y=- a Vap- 22  z=a y-ı Va 
Leaf ey) rasen 
z=0 y= z=0 y=0 


un 23 ? 23 
ir 


6 


und hieraus geht durch die Substitution x — a, cost, bzw. = a cost 
der Ausdruck | 


J, = 


z 


3b, ofsint eat + 4% fein 
1 } 


en Br; 
% 3 


hervor. Nach Aufg. 76, 8. 99 folgt schließlich ! 
J,= ir(ab’— ab’), anlog J,=4r(a’b, — ab). 
Die Trägheitsmomente' J, und J, einer vollen Ellipse ergeben sich 


hieraus durch die Annahme a=b = 0. 
Fürb=a und b, =a, erhält man das Trägheitemoment 


4 ıa(a*— a‘) 


ra 


BE aa an wi EIER u: 7 RN AT az a En ee 
X rer 0 3 4 


r \% ER / 


ß » 
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_ eines Kreisrings in bezug auf irgend einen Be des oe für 
‚eine Kreisfläche vom Radius a, wird J= 1a. 


12. Ein eiserner Träger von kreisfürleem Querschnitt ist an seinen 
Enden A, B auf Stützen gelagert, deren gegenseitige „,,, ‚cm 20cm 
Eutfermung 1,80 m beträgt. Im Abstand 50 em von A 
hängt eine Last von 60 kg, im Abstand 50cm von B eine | n | k 
solche von 88 kg (Fig. 86). Wie groß muß der Radius Ei A 4 
des Querschnitts sein, wenn die höchste zulässige 
Biegungsspannung 6 = 900 kg/qem betragen, aber das Eigengewicht des 
Trägers nicht berücksichtigt werden soll? | 


Man hat zunächst zu untersuchen, welchem Querschnitt des Trägers 
das größte Biegungsmoment zugehört, und zwar kann hierbei nur einer 


‘ der beiden Querschnitte in Betracht kommen, an denen die Lasten an- 


gehängt sind. Die ihnen zugehörigen Biegungsmömente seien, in sofort 
verständlicher Bezeichnungsweise, M,, und M,,,. Für die Lagerreaktionen 
an den Stützen findet man die Werte A=58 kg, B= 90 kg, daher 


_ wird M,, = 58.50 — 2900 kgem, M,. = 58.150 — 60.100 = 2700 kgem, 


das größte Biegungsmoment beträgt daher 2900 kgem. Das Trüg- 


 heitsmoment des Querschnitts in bezug auf dessen Nullinie ist (nach 


Aufg. 11): J=ta?r, wenn a den Radius des Querschnitts bedeutet; 
das zugehörige Widerstandsmoment ist somit W=+a°rx. Die schon 
in Aufg. 7 benutzte Gleichung e = M: W wird nunmehr 


900 - ——,,— und ergibt a 1,6 cm. 


13. Wie gestaltet sich das Ergebnis von Aufg. 12, wenn der Quer- 
schnitt des Trägers ein Kreisring sein soll, bei dem der innere Radius 


a und der äußere a, im Verhältnis a: a, = 4:5 stehen sollen? 


Nun wird (vgl. Aufg. 11) 
I- ia — a) = tatz(l - 08%), 
W=tia?n(1— 0,8%) = taz - 0,5904, 
also A | 

Q, N -19em und o- = a, = 1,5 cm. 

14. Hierher gehört auch die Aufgabe, die Form eines Trägers zu 
bestimmen, dessen größte Spannung (bei gegebener Belastung) in jedem 
Querschnitt denselben Betrag 6 haben soll (Träger gleicher Biegungs- 
festigkeit); hier ist alsdann der Quotient M : W gleich dieser konstan- 
ten größten Spannung zu setzen. Wenn z.B. die Querschnitte eines 


Trägers Kreise sein sollen und die in Aufg. 49, S.37 behandelte gleich- 
 förmige Belastung eines wagrecht gelagerten Balkens vorliegt, so kann 


man fragen: in welcher Weise muß sich der Radius z eines solchen 
Dingeldey: Diterential- u. Integralrechnung. II. 3. Auf. 23 


% 
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kreisförmigen Querschnitts mit seinem Abstand & vom Endpunkt R des 


Balkens (Fig. 25) ändern, wenn M: W konstant sein soll? Dabei werde 
der Einfachheit halber angenommen, daß der Balken an seinen Enden 


OR RT 


R, $ gelagert, also in den Formeln von Aufg. 49, S. 37 die Größe a-0 


und 5b =] sei. 


Hier ist M, nach 8.37 gleich $Zgle— 4qgx?, ferner W nach | 


Aufg. 11 und 7 gleich A 72:2, man erhält daher zwischen & und # die 

Beziehung a 
= (2gle — yqax):imz° 

oder | 


(1) 202° = 2ga(l— x), 


also die Gleichung einer Kurve dritter Ordnung (Fig. 87). Rotiert der | 
Bogen RS dieser Kurve um die x- Achse, so entsteht ein Körper gleicher 


Biegungsfestigkeit. Es ist selbstverständlich, daß 


findlichen Querschnitt (x= 7) symmetrisch sein 
Fig. sn. muß, und dies kommt in der Gleichung der Kurve 
zum Ausdruck, wenn man durch die Substitution 


xz=11+8,2=5 den Koordinatenanfang an die Stelle x—=+#7 der 


Kchse des Trägers verschiebt, denn die Gleichung (1) der Kurre Re 
alsdann über in 


(2) 2a = gl? — 48°), 


und hier ist & nur mit einem geradzahligen Exponenten behadleh, die | 


Kurve also tatsächlich zur &-Achse symmetrisch. 


Ahnlich wäre bei einem Träger zu verfahren, Aa Querschnitte 


Rechtecke sind, man müßte aber, da die Dimensionen eines Rechtecks 


diese Kurve wegen der gleichmäßigen Belastung | 
des Trägers zu dem in der Mitte des Trägers be- 


durch zwei Größen, Breite und Höhe, bestimmt sind, hier noch eine 


weitere Forderung stellen, z. B. daß alle diese rechteckigen Querschnitte 


einander ähnlich sein oder gleiche Breite oder gleiche Höhe haben sollen. 
Es würde zu weit führen auf diese Dinge hier näher ‚einzugehen. 


15. Die Summe J, + J, der Trägheitsmomente einer ebenen Fläche 5 


in bezug auf zwei beliebige "zueinander rechtwinklige Achsen (x-Achse, 
'y-Achse), die mit der Fläche in derselben Ebene & (y- Ebene) liegen, 
ist so groß wie das Trägheitsmoment J, der Fläche in bezug auf eine 


durch den Schnittpunkt O der beiden Achsen rechtwinklig zu deren 


Ebene & gezogene Gerade (z-Achse). Dies ist zu beweisen. 
Aus 
T[ fie + YyM)dz iy 
ergibt sich sofort 


(1) nnffaray [fe aeas=r, +J, 
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Nun muß aber offenbar der Wert des Trägheitsmoments J, ganz 
unabhängig sein von der Lage der‘ zwei durch O in der Ebene & ge- 
zogenen zueinander. rechtwinkligen Achsen. Würde man also in dieser 
Ebene durch O zwei andere zueinander rechtwinklige Achsen &, n legen, 
so wäre auch 


(2) Gent "A 


Aus (1) und. (2) folgt sofort: Die Summe der Trägheitsmomente 
einer ebenen ‚F'läche F in bezug auf ein beliebiges Paar zueinander recht- 
winkligen, mit F in derselben Ebene liegenden Achsen ist konstant, so 
lange der Schnittpunkt O der beiden Achsen derselbe bleibt. 

16. Für die Fläche eines Kreises vom Radius a ist nach Aufg, il 
das Trägheitsmoment in bezug auf irgend einen Durchmesser J= + at; 
im bezug auf eine durch den Mittelpunkt rechtwinklig zu der Fläche des 
Kreises gezogene Gerade (z-Achse) wird daher. 


J, EIER sen. 
F erner ist für das in Aufg, 6 betrachtete Rechteck: 
J,=nbh, J,=;0°h; 
J, 


$ 


daher folgt | 
5 ze .e bh(b? - Ra 

17, Es seien 2 J, Z,, die Trägheitsmomente und das Zentrifugal- 

moment (vgl. Regel B 8. 341) einer ebenen Fläche F' in bezug auf zwei 


mit F' in derselben böne: liegende zueinander rechtwinklige Achsen. 


In welcher Beziehung stehen J,, J,, und Z,, zu den Trägheitsmomenten | 
Je, ), und zu dem Zentrifugalmoment 2; derselben Fläche in bezug 
auf zwei andere rechtwinklige Achsen &, 7, die mit «, y den Schnitt- 
punkt O gemeinsam haben? Dabei mögen die positiven Richtungen der 
Achsen &,r mit der positiven Kielttung der x- Achse die Winkel « bzw. 
& -+ 90° bilden. 

Zwischen den beiden Achsensystemen bestehen, wie in den Ele- 
menten der analytischen Geometrie gezeigt wird, die Beziehungen 


ie, = zcosa+ysina, Y=— zsina + ycose. 
Vermöge derselben geht 
u Smasan 
nach Regel 5, 8. 304f. über in 
(2) Jr -/j@ sin’a + y% ost — 2zysinacosa)dedy, 


denn die Funktionaldeterminante der Substitutionen (1) ist gleich 1. 
Aus (2) folgt sofort 
(3) J=J, sin?« + J, cos? © 22, ‚sina&cosa, 

23° 
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und analog erhält man % | 
(4) J, = J,c08’« + J,sin’« + 22,,sin weose, 
(5) Zn = 3 (5 J,)sin2a + Z,,c082«. 
Durch Addition von (3) und 4) ergibt sich übrigens 
Kt I =IH+J, | 


also der schon am Schluß von Aufg 15 erwähnte Satz. 


| Wir erwähnen noch die mit Hilfe der Differentialrechnung leicht 

zu lösende Aufgabe die Hauptträgheitsachsen zu bestimmen, d. h.die beiden 
durch O gehenden Achsen, in bezug auf die das Trägheitsmoment der 
Fläche ein Maximum oder ein Minimum ist. Diese Achsen sind zueinander 
rechtwinklig; die ihnen zugehörigen Trägheitsmomente heißen die Haupt- 
trägheitsmomente. Ist insbesondere Z,, = 0, so fallen die Koordinaten- 
achsen mit den Hauptträgheitsachsen Zusammen. | 

Wird auf allen durch O gehenden Geraden g von 0 aus nach beiden 

Seiten hin der reziproke Wert der Quadratwurzel aus dem auf diese Ge- 
raden bezogenen Trägheitsmoment J,, also 1:YJ,, aufgetragen, so er- 
füllen die Endpunkte dieser Strecken” die Peripherie einer Ellipse, der 
sogen. Euler schen Trägheitsellipse. Mit Hilfe von 


cs«=zyJ, sine=yVJ, 
und (nach (3)): 
J,=J,sin’« + J, cos? — 2 Z,,sin «cos « 
ergibt sich | | 
(6) I, +J. 22, ay-el 


als Gleichung der Trägheitsellipse. Fällt ihr Mittelpunkt O inden Schwer 
punkt der ebenen Fläche F', so wird die Ellipse als Zentraldilipee bein. 
zeichnet. | 

Wir können hier nicht näher auf diese Dinge eingehen, verweisen 
vielmehr auf die ausführlicheren Lehrbücher der Mechanik und der Ze 
. graphischen Statik.') 

18. Das Trügheitsmoment J „eines Vidakonäbieperss in bach RN seine 
geometrische Achse zu bestimmen; der Körper entstehe durch PIKang 
eines Bogens PP, der Kurve y= f (2) um die ©-Ache, . 


1) Es seien z. B. nehaunt: H, Lotenz, Technische Mechanik starrer 
Systeme, München und Berlin 1902; H. Müller-Breslar., Die graphische Statik 
‚der Baukonstruktionen, Stuttgart 1906; O0. Mohr, Abhundlungen aus dem Ge- 
biete der technischen Mechanik, Berlin 1806; L. Henneberg, Die graphische 
Statik der starren Systeme, Leipzig und. Berlin 1911; G. Hamel, Elementare EC 
Mechanik, Leipzig und Berlin 1912. 
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Sind x,, 2, die Abszissen der Endpunkte des rotierenden Bogens, so 
‚ist 3y*z nach Aufg. 16 das Trägheitsoment, eines zur Achse recht- 


Br; | ren Querschnitts; ann folgt 


R E14 
2 = waz, 
# 


wo nattirlich vor der Integration y durch f(x) zu ersetzen ist. 

' Eintsteht der Körper durch Rotation eines Flächenstücks wie 
Q, P,P,Q, (Fig. 88) um die x-Achse und sind y= 9,(2), y = 9,(x) 
die Ben der Kurven, denen die Bogen P,P, bzw. Q,Q, ange- 
hören, so wird offenbar 


J,— ist a als 


| 19. Das Trägheitsmoment J, einer homogen mit Masse erfüllten 

Kugel von der Dichtigkeit y und vom Radius a in bezug auf eine vom 
Kugelmittelpunkt um die Strecke c entfernte Gerade | 0 
y en 

a J,=1M (2a? +50), 


g 


wo M die Masse der Kugel bedeutet. Dies soll be- 
wiesen werden. 
Ist ./, das Trägheitsmoment in bezug auf eine 
- durch den Kugelmittelpunkt (Behwerpunkt) parallel zur Geraden g ge- 
legte Achse (x-Achse) und 2? + y? = a? die Gleichung des die Kugel 
. durch Rotation erzeugenden Kreises, so ist nach Aufg. 18: 


Fig. 88. 


r = tayflas — 2alr + N da: = „a’yz; 


—& 
mit Rücksicht auf Aufg. 1, 8. 341. folgt daher 
J, =;@ya+ M’=;M(2o + de). 


20. Das Trügheitamoment eines homogenen geraden Kreiskegels von 


‚ Ä der Masse M in bezug auf seine en Achse (x-Achse) ist 


J, 


2 


, | wobei a dan Radius der Basis. bezelchnat 


A eig 4a 
ni nn = A Ze ” 


or 


E Bot 


21. Das Trägheitsmoment J, eines Rotationskörpers in bezug auf 
eine Gerade (z-Achse), die die Beanısu che Achse (z- Achse) recht- 
winklig schneidet, ist 


J, -1ufk dx + en, dx, 
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falls y = f(x) die Gleichung der Kurve ist, deren Bogen P,P, durch 
Drehung um die x-Achse den Rotationskörper erzeugt. Dies Sol be- 
wiesen werden. Natürlich wird hierbei angenommen, daß die y- Achse 
durch den Schnittpunkt der z-Achse mit der x-Aehse gehe. 

Eine Ebene, die man im Abstande x von der ye- Ebene zu dieser 
parallel durch den Körper hindurchlegt, ergibt einen kreisförmigen 
Querschnitt vom Radius y= f(x), und das Trägheitsmoment dieses 
 Schnittes in bezug auf die z-Achse ist, wie aus Aufg. 16, S. 351 und 
Aufg. 1, S. 341f. hervorgeht, gleich 1 y!z + z?y?x, Folglich wird tat- 
söchlich 


J.= Kr yiıa 4  farran 


wo vor der Integration y durch f(x) zu ersetzen ist. 

Entsteht der Körper durch Rotation der Fläche 9, P,P,Q, wie in 
Aufg. 18, so erhält man bei Anwendung derselben Bezeichnungsweise 
wie Sant 

J=4 tafi 19*(&) — yıtla)) de + 2/2 (9°) — Pla) de 

22. Bei einem homogenen materiellen geraden Kreiszylinder von 
der Länge ! und mit einem Kreis vom Radius «a als Basis erhält man 
für das Trägheitsmoment in bezug auf ein rechtwinklig zur Achse durch 
den Mittelpunkt der Basis gezogene Gerade (2- Achse) den Ausdruck 

L-M& +2). 

23. Man bestimme das Trägheitsmoment J, eines homogenen ma- 
teriellen Kreiskegels von der Dichtigkeit y und der Masse M in bezug 
auf einen Durchmesser der Basis; a sei der Radius der Basis, h die Höhe 
des Kegels. B 

Denkt man sich die Bass in der y2-Ebene gelegen und die Spitze 
des Kegels auf dem positiven Teil der x-Achse, so ist | 


die Gleichung der Geraden, durch daran Rotation um die x- Aa die 
Kegelfläche erzeugt wird. Man erhält also 


AR 
LE 1 fahr f® ei, 


() 


oder nach leicht auszuführender Integration: 


I Kalhym + Lah’yn = LM (Ba? + 2°). 


et 


 y erfüllten Ellipsoids 
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24. Das Trägheitsmoment des homogen mit Masse von der Dichte 
x? 2002 
aietaml 


in bezug auf die x-Achse zu bestimmen. 
Man kann die Bestimmung mit Hilfe eines dreifachen Integrals 


‚ausführen. ‚Einfacher führt jedoch, nachdem durch Aufg. 11, S. 348 das 


Trägheitsmoment einer Ellipse in bezug auf ihre Achsen bekannt: ist, 
folgender Weg zum Ziel. 


Eine Ebene, die man im Abstand x von der yz-Ebene parallel zu 


_ dieser durch den Körper hindurchlegt, ergibt als Querschnitt die ae 


a 24? a?z? ED 1 ; 
bu— ad) " ca? — a) \ 


mit den Halbachsen 


-b © : ee 
eye dd, ,.a- Ver. 


Die Trägheitsmomente J,, J; ie Querschnitts in bezug auf seine 


Achsen sind nach Aufg. i15 sd inb,c, J= +rb,’c; das Trägheits- 


moment des Schnittes in De auf 1 x-Achse des Koordinatensystems 
ist alsdann nach Aufg. 15 gleich J, + J, oder +b,an(b’ + 02).: 

Das Trägheitsmoment des Ellipsoids in bezug auf diese Achse wird 
daher 


| „= rm bald? + 0N)da = ” orten fo a) da 


un zabe(b? + PR, 


und bei Einführung der Masse M = t abcyz folgt 


J,=1M(® +0). 


Die Trägheitsmomente J,, J, in bezug auf die beiden anderen . 


‚ Achsen sind offenbar 


J,=1M(&e+a), J, 


3 


= 1 M (a? + B2). 


Auch mit Hilfe von [-Fonklionen lassen sich J,, J, nnd J, be- 
rechnen. Beschränkt man sich zunächst auf denjenigen. Eiipsoidoktanten, 
in dem x, y und z positiv sind, so folgt für dessen Trägheitsmoment 
+J, die Gleichung 


nr [ [+ 9) dzayaa. 


v ade Aal Baba 2Em u a 27T) 5 EN I a Eh Kara U BA. / FI NONE ER 5 et lin u ?  ATUNR, d uw hder re 
a . air PATER a PALR. Tre % FaNNAE Da N WEEK AA Ve ee ARABR 
$ bar VRR ln NA DHRNSEN TRUE DT ch 


356 922. Bestimmung von Trägheitsmomenten. 


Sfr azayar 


mit Hilfe des Ergebnisses von Aufg. 19, 3. 316 zu berechnen; man hat e 
drtg=s=-1l,r=3,m-n=p= 2, die Funktion f gleich der Ein- 
heit zu setzen und findet hierdurch 


Fl fonarne ab°e r@ ar ie > fear 


Nun ist F(#) lach Aufg. 8, 8. 242 gleich + Vru und nach Aufg. 4, 8.240 
ist [(p + 1) = »pT'(p); daher folgt 


SIfr dzdyde = „ab’en. 


Analog ergibt sich unter den gleichen Voraussetzungen 


(ffe dedyde = habez, 


1J,— Zabe(b? + )yr und JS, Labe(b? + @)yz. 


Hier ist nun 


somit 


Das Trägheitsmoment einer homogenen Kugel vom Radius a in 
bezug auf irgendeine durch den Rosenau gehende Achse wird 


offenbar 
J = mare 2.0°M, 


25. Man bestimme das Trägheitsmoment eines homogenen hohlen 
geraden Kreiszylinders in bezug auf seine geometrische Achse (g-Achse). 
Die Länge des Zylinders sei /, der innere Radius der Basis sei a, dr 
äußere a.. A 
Bei Einführung von Zylinderkoordinaten el Aufg. 8, 8.310) ist 
dm = yrda dr 49 das Massenelement, daher wird Eee 


z= at an 


ns S Sr draras = tyallat at), 


und bei Einführung der Masse M ae (a? — a)lyz folgt 
J=4M (a + +a?). 
Für einen vollständig mit homogener Masse erfüllten Zylinder | \ > 


% = 0) ergibt sich 
J,=3 Ma”. 


26. Das Teigheiterzonien einer Botabionefäce in bemng aut Ihre ro 3 
' ng Achse (x-Achse) zu bestimmen. N 


’  Trügheitsmoment einer Rotationsfläche in bezug auf ihre Achse. 357 


Man Ferfährt ähnlich wie in Aufg. 18. Eine zur Achse echt 
winklige Ebene schneidet die Fläche in einer Kreisperipherie vom Radius 


9, deren Trägheitsmoment in bezug auf eine durch den Mittelpunkt 


rechtwinklig zur Ebene des Kreises gelegte Achse nach Aufg. 3, 3. 343 
und in Analogie zu Aufg. 15, 8. 350 f. gleich 2y’x ist. Bezeichnet ds ein 
Bogenelement der die Fläche durch Rotation erzeugenden Kurvey=f{x), 


J, - for = 2m: Jever lee | 


wo y noch durch f (2) : zu ersetzen ist, 
27. Das Trägheitsmoment J, derselben Fläche in bezug auf die 


so wird also. 


 g-Achse des Koordinatensystems zu bestimmen. 


' Man verfährt ähnlich wie bei Aufg. 21. Das Trägheitsmoment der 
soeben in Aufg. 26 erwähnten Kreisperipherie in bezug auf die z-Achse 
ist, wie aus Aufg. 3, 8.343 und Aufg. 1, 8. 341f. hervorgeht, gleich 
y’r + x”. 2my. Folglich wird 


} \ Tg | NEN RRERN 
J, = «fie + In yon alu + ale, E- (32) aa, 


wo vor der Integration y dureh Ma zu ersetzen ist. 


28. Das Trägheitsmoment .J eines materiellen Körpers in bezug auf 
eine Achse zu bestimmen, die durch den Anfangspunkt eines rechtwink- 
ligen räumlichen Koordinstensystems geht und mit den Koordinaten- 


 achsen die Winkel «, ß, » bildet. 


. Für das Quadrat r? des Abstandes eines Punktes P(z;y, 2) von der 


genannten Achse gilt, wie man leicht findet, die Gleichung 


r=+y?+2?— (2cos« + ycosß + 208 p)}. 


Daher wird 
* J -[ % r! dm 


| gleich e einem Ausdruck von der Form 


Acos?’«+ Beos?ß+Ccos? y—2Deosßeos Bo nndenn &—2F'cos«cosß, 


wobei die bekannte Beziehung cos? « 7 cos?ß8 + cos?y = 1 benutzt und 
zur Abkürzung 


A-/[/W ae B=-/JJe@ +2) dm, O=// f(a®+ y)dm, 
D=//fyzam, E=//|zxam, | F=///2y dm 
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gesetzt ist. Hier sind A, B,C die ach des a in 
bezug auf die Koordinätenachgen; die Größen D, E, F stellen die Zen- 
trifugalmomente in bezug auf je ein Paar von Kovrdinatenebenen dar 
(vgl. Regel 5, S. 341). | 
29. Der Schwerpunkt einer ebenen Fläche und ihr Trägheitsmoment 
in bezug auf eine Achse sind wichtig bei der Bestimmung des Druck- 
mittelpunktes einer ebenen Fläche 7, auf die eine Flüssigkeit Druck aus- 
übt. Es ist dies derjenige Punkt von F\, in dem diese Fläche gestützt 
werden muß, wenn sie den Gesamtdruck P das Gleichgewicht halten soll. 
a _ Man beweise nun den Satz: Der Druck, den eine 
/ Flüssigkeit (rechtwinklig) gegen eine ebene Fläche 
£ vom fohalı F', z.B. ein Stück einer ebenen Gefäb- 
wand, austibt, ist gleich dem Gewicht einer Flüssig- 


Höhe der senkrechte Abstand des Schwerpunktes der 
gedrückten Fläche vom Flüssigkeitsspiegel ist. 
Nehmen wir zunächst an, die Fläche F liege 
in einer gegen den Spiegel a Flüssigkeit unter 

Fig. 89. dem Winkel « geneigten Ebene e; mit s werde die 

Ebene des Flüssigkeitsspiegels bezeichnet. Die 

Schnittgerade von e und s wählen wir als y-Achse eines rechtwinkligen 
 Koordinatensystems, eine in der Ebene e en zur y-Achse ge- 
zogene Gerade als x-Achse (Fig. 89). 

Der auf ein Element af = dd: y der Fläche F' von der Flüssigkeit 
ausgeübte Druck ist (vgl. Aufg. 34, $. 18 und Aufg. 37,8. 197.) 


dp = yzsinadedy, 


wo.» das Gewicht der Volumeinheit der Flüssigkeit bezeichnet, der ge- 


keitssäule, Hosen Grunddäche gleich F' und deren 


samte auf die Fläche ausgeübte Druck P wird daher durch einen Aus- ER 


druck von der Form | 
(1) P=ysinaf [adady 


dargestellt, wobei die Integrationsgrenzen von der Begrenzung der Fläche _ 
F abhängen. 

Das Integral ist nun nach Regel 4 und 6, S. 326. gleich dem Bro. 
‚dukt aus en Flächeninhalt 7’ und der N. £ ıhres Schwerpunktes 
8. Daher folgt 


(2) ! P= psina. FE, 


und wenn man beachtet, daß & sin « — t die senkrechte Tiefe des Punktes 


$ unter dem Fliissigkeitsspiegel bedeutet, erhält man in der Formel Te 
P=y»Ft den Ausdruck für den zu Den Satz. 
Zur Bestimmung der Koordinaten des Druckmittelpunktes D de 2. 
Fläche F benutzt man den Satz der Statik, daB das statische, Moment: EN 


ee N 


_ eine vertikale Seitenwand eines mit Flüssigkeit ge- 


AZ ® 
« 
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er Mittelkraft (Resultante) P in bezug auf die y-Achse und in bezug 
auf die x-Achse je gleich der Summe der statischen Momente aller ein- 


zelnen Kräfte yxsina«dxdy in bezug auf diese Achsen sein muß. Sind 
& und % die Koordinaten von D, so hat man daher 


(8) Pz=ysina/a’dady, Pj-ysina| [yadaay, 


wobei P durch (1) bestimmt ist. Den Integralen sind natürlich noch 
Grenzen beizufügen, die von der Begrenzung der Fläche F' abhängen. 
Wird für P der Wert (1) eingetragen, so folgt 


zffxdxay -/z:dxay, ul fzazay -(Syzdzay. 


Die rechte Seite der ersten von diesen beiden Gleichungen ist nach 


Regel 2, S. 340 das Trägheitsmonent J, der Fläche F' ın bezug auf die 
y-Achse, d.h. in bezug auf die Schnittgerade der Ebene des Flüssig- 
keitsspiegels mit der Ebene, in der die Fläche F liegt. Die rechte Seite 
der zweiten Gleichung (4) ist nach Regel 5, S. 341 das Zentrifugal- 
moment Z,, der Fläche F' in bezug auf die x- und y-Achse. Der 
Faktor von : und 7 in den beiden Gleichungen (4) stellt das statische 
Moment S, der Fläche Fin bezug auf die y-Achse dar. Man kann somit 
die Gleichungen (4) in der Form 


| u. J Zus Z 
r RER U 27 ie ARTE 
(5) = 8, Fe N oe: 5, ©. 10, & 


schreiben, wo & die Abszisse des Schwerpunktes S der Fläche F be- 
deutet. 

Wie ınan sieht, ist die Lage des Druckmittelpunktes D in der Ebene 
e der Fläche F unabhängig von dem Winkel «, den diese Ebene mit 
dem Flüssigkeitsspiegel bildet. Dieser Punkt ändert also seine Lage ı in 
der Ebene e nicht, wenn man sie um die y- Achse dreht. | 

Hat die Fläche F eine zur y-Achse rechtwinklige Symmetrielinie, 
so wird man diese als x- Achse wählen; natürlich liegt , . 
alsdann der Punkt D in dieser Geraden, Y ist Null. 

30. Ein gleichschenkliges Trapez A BC.D bilde 


füllten Gefäßes; die parallelen Seiten AB und OD 
(Fig. 90) haben: eine Länge von 2a bzw. 2b Längen- 
einheiten, die Höhe des Trapezes sei h. Man bestimme den auf die 
Fläche ausgeübten Druck P, sowie die Lage des Druckmittelpunktes D. 
Bei der aus Fig. 90 ersichtlichen. Lage des Koordinatensystems haben 
die Seitenlinien BD und AC die Gleichungen 


(a—b)a+hy-ah=0, bzw. (a—b)z—hy—-ah=0, 


= Fig. 9. 
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daher sind bei dem Integral / | 
| v=hy=ya 
P=yr f fx dx dy 
= y=Yy 


die Grenzen der Integration nach y: 


(a —b)x— ah (b—-a)2 + ah 
TEST Ya Samete, 


man erhält somit 
E: h 
P= a (b-a)x +ahlade= 4y(a + 2b). 
Gar | 


Ferner wird 
z=hy=%y 


Pz=yf Se azay -27 140-0) +40} M, | N 
z=0 1 
daher Ei | | 
—ü an 2; natürlich ist 7 — 0. 


Für a = 0 geht das Trapez in ein gleichschenkliges Dreieck übe, 
dessen im Flüssigkeitsspiegel liegt, im Falle b= 0 in ein gleich- 
„ schenkliges Dreieck, dessen Basis im Flüssigkeit-- 
spiegel liegt, für a=b in ein Rechteck. In diesem I 
letzten Fall ist also Zeh, y=0. e0E 

31. In der vertikalen A Seitenwand eines 
mit Wasser gefüllten Gefäßes wird ein Rechteck 
begrenzt, bei dem die Seiten von der Länge a 
parallel zum Wasserspiegel in der Tiefe h, und 

h,>h, gelegen sind; die Länge jeder der beiden 
anderen Seiten sei b, das Gewicht der Yolsmeainhen Wasser sei y. u 

Hier ist bei der. aus en 91 ersichtlichen Lage des Koordinaten 

systems | | Ne 


Fig. 9. 


Ki 
J,=ay dr ar’ — 12), F=ab, 
U r 


E=h+ +30-3 (hl, + he): 


ferner ist P- = »FE&, daher wird (vgl. (5), 8. 359): 


zetceh)): Y abi, +) ne, 


man findet natürlich 7 = 0. a Falle h,=0 wird i=-1h, = 2 wie. E 2 
in Aufg. 30. 
32. Eine vertikale Mauer von Teehisckleng Querschnitt hat die. 
Höhe h und ist auf der einen Seite bis zum oberen Rande dem Drucke | a 
von Wasser ausgesetzt. Wie dick ist die Mauer zu machen, damit sie u 


il) 
“ 
Pr, 
Ye 


“ ED AN ET W 
tar a DE 


de WARE N MEET Dh ee) En ET N FR 3, A LT N u "N ‚7 2 Fe 
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- 


S nicht infolge des Druckes um ihre untere, dem Wahser abgewandte 
Kante umkippen kann. Die Verbindung der Mauer mit dem Boden, auf 
dem sie steht, soll unberücksichtigt bleiben. Das Gewicht der Volum- 
‚einheit sei für das Mauerwerk gleich q, für das Wasser gleich y; die ge- 


suchte Mauerdicke sei d. 
Der auf ein Mauerstück von der Länge ! ausgeübte Druck ist nach 


| ar. 34, 8.18 gleich 5  ylh?; der Druckmittelpunkt liegt nach Aufg. 30 


. woraus 


und 31, 5.360 in der Tiefe 2h unter dem Wasserspiegel oder in der 


Höhe 1% über dem Boden. Das statische Moment des Wasserdruckes 


ist somit +ylh?-4+h=1yih°. Der Schwerpunkt der Mauer liegt in 
der Höhe 4h über dem Boden, im Abstand 46 von der Vorder- oder 
Rückseite der Mauer; in ihm wirkt ihr Gewicht q : {hd senkrecht nach 
unten, mit einem statischen Moment A 16. gihö in bezug auf die vorhin 


erwähnte Kante. Dieses Moment muß dem des Wasserdruckes gleich 


sein, man hat somit die Gleichung 
Aglnd?—=4yIh, 

3-1 y 
hervorgeht. 


33. Man bestimme den Abstand d des Druckmittelpunktes der Fläche 
F in Fig. 89, 3. 358 von einer durch den Schwerpunkt 5 dieser Fläche 


‚parallel zur y-Achse gelegten Geraden; & sei a Abszisse des Schwer- 


punktes. 


Jedenfalls liegt der Druckmittelpunkt tiefer als der Schwerpunkt, 


- denn der Druck ist in den tiefer gelegenen Teilen der Fläche F größer 


f i ‚als in den weiter oben gelegenen Teilen; es ist daher (vgl. (6), S. 359): 


Nach Aufg. i S. 341£. ist aber J,— FE gleich dem Trägheits- 
moment J, der Fläche F' in bezug auf eine durch ihren Schwerpunkt 9. 


e parallel zur y-Achse gezogene Gerade. Man erhält daher die einfache 


= 2 F ormel 


be 


N 


Bean. 


J _J 
d- Fer Er 
34. Die Fläche F in Fig. 89, S. 358 sei eine Ellipse, ‘bei der die 
eine Achse die Länge 2a hat und auf der z- -Achse des dort benutzten 


Koordinatensystems liegt; die andere Achse habe die Länge 2b. Der 


näher am Flüssigkeitsspiegel gelegene Endpunkt der Achse von der 


Länge 2a habe von der y-Achse den Abstand h,, der tiefer gelegene 


re re] N Ten IRRE NER SLAT ER ZALHER ala et 5 Rn Dan ARE VERTRAT RN ae”. 
ı I Ga eh 
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Endpunkt den Abstand h, ih +2a. Man soll den Drucken e 

dieser elliptischen Fläche teens e 
Hier ist J, nach Aufg. 11,3.348 gleich ia VOR, ferner ist nn a, 

F= abı; daher wird | at. 


ab 
B=itd-irjtch Dar Tapaın „er 
oder 
46 +o’+a 
de ee 


35. Die Fläche F in Fig. 89, 8. 358) sei ein Halbkreis, und zwar 
möge der diese Fläche begrenzende Kreisdurchmesser die Länge 2a 
haben und auf der x-Achse des dort benutzten Koordinatensystems 
liegen; sein Mittelpunkt habe die Abszisse x — m. ı 
Bier ist J,—tatx (vgl. Aufg.. 11, 8. A sa’, om. 
also folgt | 


re I, at im 
| re & ZU R FE a: 4m 
Nach Gleichung (5), 8. 359 ist 
yz4dı=X% 
ER 
VS Fe» wobei Z,, -/ zydady. 
s y=0 rı=ı, 


Bei der Integration nach x sind ,—m-— Ve: —y?’ undg = m+Ya—y 
die Grenzen, man erhält daher 


ER uf 2myYat— y’dy= Lam 
ER 


und 
Jean: am 
mu — ana "MM == —-» 
Y 8 2 3% 
& 28. 


Anwendung der Integralrechnung in der Potentialtheorie, . 


Nach dem Newtonschen Gesetz ist die zwischen zwei inntertellen Rn 
Punkten P, und P von den Massen my und m stattfindende Anziehungs- vr 
kraft f wa Ausdruck SM 


ass, | Rn 


proportional, wo r die gegenseitige Entfernung der beiden Punkte be K 
deutet. Wir wollen im folgenden die Proportionalitätskonstante gleich 1 
wählen; dies bedeutet, daß man als Einheit der Anziehungskraft die 


| -» mm 
(2) X= —* cose, 
i 2 


Gegenseitige Anziehung zweier materieller Punkte. 363 
Anziehuhg wählt, die zwei Punkte von den Massen m= m, —1 in der 
Einheit der Entfernung (r=1) aufeinander ausüben. 
Sind 2, %,, 2, und &, y, 2 die rechtwinkligen Parallelkoordinaten 
der beiden Punkte P, bzw. P, so haben die den Koordinatenachsen x, y, 2 
parallelen Komponenten X, Y, Z der Anziehung, 
die der Punkt P, auf P ausübt (Fig. 92), die Werte 


A} 


Hier bedeuten «, ß, p die Winkel, die ie in der % Fig. 92. 


- Riehtung von P nach P, gezogene Heradb mit den 


positiven Richtungen der Koordinatenachsen bildet; da bekanntlich 


u Yy 2, —2 
Ca eos -a—, c08 y = | 
ist, wird | 
q MM, LT % mm el mm 2, —! 
3) 2 X- AZ, y-TaZ, Z2- a. 


Aurt=-(— 2" +y- mn) +(2-- 2)” folgt nun durch partielle Diffe- 
rentiation 


Ar ör .or OR | 
(4) I ee N au anf 


so daß die Gleichungen (3) durch 


(5) ee mm er Y mm, Or mm, Ir 


— m [u une 


== oe — 
r® da’ ri dy 7202 


ersetzt werden können oder, mit Rücksicht auf 


7 
| ” r 
} | r? dr 3 
durch 
2 nn ae a 
(6) rer Mg Z=MZ, 


_ Betrachtet man die Merkang mehrerer materieller Punkte P,, Di 


_ mit den Massen m,, m,,... auf P und setzt man 


en 
PP\|=r, > ——=/, 
j j T; 


so wird analog. 


a A en Sl TA 
/ RL PER DR 


oy' 
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Erfüllen die Massenpunkte einen Körper, eine Fläche oder einen =” 
Kurvenbogen, so geht ID : über i in einen Ausdruck von der Form a 


8) I re 
wo das Integralzeichen, den soeben erwähnten drei Fällen entsprechend, 
eine dreifache, zweifache oder einfache Integration andeutet. In allen 
diesen Fällen "stellen die Gleichungen (7) die Komponenten der An- 
ziehung dar, und dies gilt auch dann noch, wenn sich der Punkt P 
irgendwo im Innern der anziehenden Massen beindet !) Man bezeichnet 
le Pudiktfon V-nanh Qi. Green als Potentialfunktion, nach C.F.Gauß 
als Potential, nach W. R. Hamilton als Kräftefunktion?),; für den 
Punkt P ist der von L. Boltzmann zuerst benutzte Name Aufpunkt?) 
gebräuchlich. | 
Man sieht, wie zur Bestimmung der zwischen einem materiellen 
Gebilde und einem materiellen Punkt P bestehenden Anziehungskraft 
im wesentlichen nur die Bestimmung des Potentials V des betreffenden 
Gebildes in bezug auf P erforderlich ist, denn nach Berechnung von 7 
2 2 oV oV 
az 


ziehung er ca j 
DER. DEN 
nee) +) + ir) 


diese Anziehung selbst. Be 
Wir erinnern daran, daß das Potential Y die sogenannte Laplace Be 
sche Differentialgleichung (vgl. Teil 1, 8.26) | 


(9) EN a 


stellen m - die rechtwinkligen Komponenten der An- 


aa + ai Erle 


erfüllt, so Tansie der Aufpunkt P von der rk udan Masse durch I 
HEN einen, wenn auch sehr kleinen, Zwischenraum ı BOSCEi ist. | 


1) Zum Nachweis dieser letzten Tatsache vgl. man z. B. A. Wangerin, IR 
Theorie des Potentials und der BURSHRREAnREN, 1. Bd., Leipzig 1904, 8. er a 
(Sammlung Schubert Nr. 58). iR 

2) Schon J. Lagrange bemerkte (M&moires de l’Aoademie royale den Beiancen Au 
‘de Paris, Savants etrangers, Bd. 7, Paris 1773 = (Euvres de Lagrange, publ. 
par J.-A. Serret, Bd. 6, Paris 1873, 8. 349 f.,;, Nouveaux Me&moires de l’Academie 
des Sciences de Berlin, Jahrgang 1777, Berlin 1779, 8.156 — (Euvres, Bd. 4, 
Paris 1869, S. 402), daß sich im Falle des Newtonschen Anziehungsgesetzes die 
Komponenten der Anziehung als die partiellen Ableitungen einer und derselben 
' Funktion darstellen lassen und fügte hinza (Nouy. Mem. de l’Acad. des Sciences 
de Berlin, Jahrg. 1777, Berlin 1779, 8.171f.—= (Euvres, Bd. 4, Paris 1869, 8. 418), 
daß es eine solche Funktion auch dann noch gibt, wenn die gegenseitige An- 
ziehungskraft irgendeiner Funktion des Abstandes r proportional ist. . ER 

3) L. Boltzmann, Vorlesungen über Maxwells Theorie der Blektrisitbt N 
und des Lichtes, 1. Teil, rar 1891, 8. 112. DR 
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ur 


Ki Befindet sich hingegen der Punkt p irgendwo im Innern der an- 
ziehenden Masse, so besteht die von 8.D. Poisson!) aufgestellte, aber 
erst von Ü.F. Gauß?) einwandfrei bewiesene Differentialgleichung 


#07 ar), 0° V. ıy 
ne ao) a AV= dx: Rs dy? + al in —4ry, 


wo 7 die Dichtigkeit der Masse an der Stelle P bezeichnet. 
Bei einem anderen Anziehungsgesetz als dem Newtonschen gelten 
übrigens die Gleichungen AV=0 bzw. AV=-— 4rxy im Raume von 


drei Dimensionen nicht mehr; hingegen gelten z.B. für das logarithmische 
Potential W in der Ebene entsprechend (9) und (10) die Gleichungen 


| 8m , 8W 0 
i Dar due 
ae. ; 
r NT vgl. Teil I, S. 25) bzw. | / 
| | ew  2W 


Beispiele. 


1. Das Polchkis] V eines homogenen prismatischen Stabes von der 
Länge 2a und vom Querschnitt q in bezug auf einen in der Verlängerung 
der Achse des Stabes gelegenen materiellen Punkt 


.P zu bestimmen. Dabei sei g so klein, daß bei TB nn. "p 
Berechnung von V der Stab als gerade Linie ge. 


vonder Länge 2a angesehen werden kann (Fig.93). 
Der Abstand des Punktes P von der Mitte O der Geraden werde mit x her. 
zeichnet, die Dichtigkeit des Stabes mit y. 
Das Potential dV eines unendlich kleinen Massenelementes a0 
des von P um die Strecke | PQ| = r entfernt ist, wird 
| dV- en, daher Y = yqglinr]!-”*° 


BE nl 9 


c-+& 


z—a’. 


und zwar sind hier die Grenzen & 2 a und 2—a zu nehmen, wenn 
 O0P=-z>-+a ist; ist die Abszisse x von P negativ und |2| > +a,. 
. also 2 <— a, s0 wird 


V=yq Ina 


4) Bulletin de la socidte philomathigue, Bd. 8 (1813), 8. 388, 

We 2) „Allgemeine Lehrsätze in bezug auf die im verkehrten Verhältnisse des 
 Quadrats der Entfernung wirkenden Anziehungs- und Abetoßungskräfte‘‘, Resul- 
tate aus den Beobachtungen des magnstischen Vereins im Jahre 1889, Leipzig 
184, 8 1-17, abgedruckt in 0.F.Gauß Warke, Bd. 5, Göttingen 1867, 
” I 8. 206-211, ferner in Ostwalds Klassikern der exakten Wissenschaften, Nr. 2, 
hrsg. von % Wangerin, Leipzig 1889, 8. 12—18. 


Dingeldey: Differential- u. Integralrechnung. II 3, Aufl. 24 
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Hat der materielle Punkt P die Masse m, so ist die von u Stab 
ausgeübte Anziehung 


en 2agqym . mM 


Pr u EN 


wo das obere oder untere Vorzeichen gilt, je nachdem x>a oder <—a 
ist; M bezeichnet die Masse des Stabes. w 
2. Der Punkt P befinde sich nun an 
einer beliebigen Stelle der Ebene, nur nicht 
im Innern oder auf der Oberfläche des Stabes. 
Bezogen auf das aus Fig. 94 ersichtliiche 
Koordinatensystem &, 7 habe P die Koordina- 
ten &=&, 9=y. Ein Volumelement des 
Stabes AB hat die Masse ygd&, daher folgt | 


de rd 
Rn Zu) DT, ‚af- I ye-o®}y 


oder (vgl. Aufg. 49, S. 90 und Aufg. 1, S. 182) 


a 


Hieraus ergibt sich 


X u lat | ı 
de Vezatu Veorary 


also mit Rücksicht auf F ig. 94: 


X ram (pa pP); 
ferner wird | 
Y-mi gm |; ea I 
Ya — Na A yVa—z’+yt 
Varta ty-a-a Ver 
und wenn man das erste Glied der Klammer. mit Y(a—x)?+ y’— 2), = 
das zweite mit Y(a+x +2)? + y y’ T a+z erweitert, so folgt ; 


a ve a—x a+x e Del AC 


Very Wire 


'3. Man berechne die in Aufg. 2 bestimmten Komponenten 2 X und. 
Y direkt, also ohne er des Holen nal RK, 
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Hier wird 
+a 


Kon fü — a Be 


ER 
KE—n)!+ y%}? 


woraus mit Rücksicht auf Aufg. 13, S. 177: 


S=+a 


se el 
g* De VIE Dry. 


. hervorgeht, derselbe Wert wie in Aufg. 2. Ferner wird 


+4 


45 d 
Ban se war 
2 


(6—-’+y?) 
also mit Rücksicht auf ae 14, S. 177: 


y_...ramf E— x ee, 
y L yet +ytlku.. 
wie in Aufg. 2. 


Für die Resultante R— - + YX?+Y? der beiden BOnDanu zz 
X, Y ergibt sich leicht 


Be, ee 


NE oe ee) 


" Ya-arıy Vata'ry’ 


und bei ee von Sinus.und Kosinus der Winkel CRA = « und 


 COPB=B (Fig. 94) folgt 


R=+ zumv? Vi (cos c0sß — sine sinß)= ur sin («+Bß). 


Beachtet man, daß 2ygqysin+(«-+ß) die Masse M der zum Zentri- 
winkel «-+ß gehörigen Sehne EF (Fig. 94) eines Kreises vom Radius y 


darstellt, so wird 
mM 


y: . 


Denkt man sich also im Mittelpunkt S des zur Sehne EF gehörigen 
 Kreisbogens die Masse M konzentriert, so ist die von ihr auf P aus- 


geübte Anziehungskraft so groß wie die Anziehungskraft AR des Stabes. 
AB.. Es läßt sich leicht zeigen, daß auch die Richtungen der beiden 
Kräfte übereinstimmen, doch riog dieser Nachweis dem Leser über- 
lassen werden. 

4. Man bestimme das Potential V einer kreisförmigen Scheibe vom 
Radius a und von sehr geringer Dicke ö in bezug auf einen senkrecht 
über dem Mittelpunkt der nee im Abstand z befindlichen Punkt P 


24* 
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(Fig. 98). Die Dichtigkeit der Scheibe sei y und die Dicke 8 ih klein 
daß bei Bestimmung von V die Scheibe als Kreisfläche betrachtet werden 
kann. Bei Anwendung von Polarkoordinaten r, $ in der Ebene des 
Kreises ist rdrd $ - d das Volumen und yd- rdrd® die Masse eines Bie- 

mentes der Scheibe. Daher wird 


Be fur ER LE 


oder | | 
V- Ixyöly r:+ #] = Inyöl V te 2): 


Mit Rücksicht auf die Symmetrie der Scheibe und die symmetrische 5 
Lage des Punktes P kommt nur ur Z-Komponente der ea in. 
Betracht. Man findet 


Zum Dr 1\=—2x öms|t - | 3 I: 

| nat] er A “ 
und bei Einführung der Mach der Scheibe M= a?xy6 sowie der Länge | 
= Ver 2? der Strecke, die man von P nach einem beliebigen Punkt . 
des Scheibenrandes ziehen kann, folgt i 
2Mmz (@ :) nr 


u 


— u nn 


5. Das Potential und die Anziehungskraft einer Hohlkugel (Kugel- 
schale) zu bestimmen, und zwar a) in bezug auf einen außerhalb ge 
legenen Punkt, b) in bezug auf einen Punkt des inneren Hohlraumes, 
e)i in bezug anf einen in der Masse der Schale befindlichen Punkt. Dabei Ä 


Fig. 96. 


sei die Dichtigkei y der Schale an irgend einer Stelle eine , Funktion, | 
y=o(r) des Abstandes vom Mittelpunkt; ı die Radien der die Kugelschale | 
begrenzenden Kugeloberflächen seien a, und a, > a,, die Ente 
des Aufpunktes P vom Mittelpunkt der Schale sei 2. e 

Obenstehende Figur 96 stellt den Schnitt Io 'Kugelschale mit 
derjenigen Meridianebene dar, in der der Punkt P liegt; ferien 
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Bi 0A, ” A, O4,= = 4, OP=32. Bei Anwendung räumlicher Polarkoor- 
Bi. Ginaten mit da Anfangspunkt im Mittelpunkt O der Kugelschale und 
- mit der schon in Aufg. 23, 8. 290 sowie in Aufg. 20, 8. 317 benutzten 
und zum Teil aus Fig. 96 ersichtlichen Bezeichnungsweise ergibt sich 
- für ein an der Stelle © befindliches Massenelement der Kugelschale der 
Bi Ausdruck p(r)r? an varay d®. Daher wird 


Sa ee 
$ Vet r?— 2ar cosyp 
... Wir wollen zunächst. das Potential d V einer unendlich dünnen Kugel- 
schale bestimmen, der die Radien r und r + dr zugehören. Offenbar 
ist hierbei die Integration über # (die geographische Länge) von ®=0 


bis #®—= 2x zu erstrecken; da ferner in diesem Fall p(r)r?dr als ein 
konstanter Faktor zu betrachten ist, folgt 


Ale “ 2 Fe ne 
iR 2) ar Ba dr. a vr+ri-: = darcony 


„imenrar | VerzrZ — Darcosp],_ 


| Ist nun a) dr Punkt P außerhalb der Kugelschale a so sind 
2+r und 2—r die zu den Grenzen x und O0 von % gehörigen Werte 


der nanaimuezel w=-+ Ve+r- r?— 2gr cos daher wird in diesem Fall 


8) | | ey ehe id x olr)rdr. 
B. % | Liegt b) der Punkt P «im inneren Hohlraum, so sind r +2 und 
+ —2die zu y=z und $ = 0 gehörigen Werte von w, und man erhält. 
rn (4) m dv aaolırdr 22 - Anp(r)rdr. 
; Nun ist auch das Potential einer or Kugelschale 5 von endlicher Dicke 
leicht zu bestimmen. Im Falle a) erhält man | 


Br er, | 
(8) Ve, F Any(r)rdr, 


“oder da das Integral offenbar die Masse M der Kugelschale darstellt 
(denn 4nr’dr ist das Volumen der unendlich dünnen Kugelschale), : so 


“ folgt 


A [OF eve 

# | Im Falle b) wird | 

ri 0) A). V-4r | p)rar, 
| ): a Bu 


BA IE SI AU a il 72 77 Deo APLER  Gaanee aa VER AN ERRIE PR ER NS ee 
? Er j DERIPR ? KEN ER Br KR Re 5 ’ 
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also von 2 unabhängig, und wenn insbesondere auch o(r) = ?  Konsaes 3 
ist, ergibt sich 

(8) | = 977(a, 7% a). E 
Befindet sich endlich. 6) der Punkt P in der Masse der Kugelschale 8, a 
so legt man durch ihn eine mit der Schale konzentrische Kugelober- 


fläche und kann nun das Potential aus zwei Teilen V,, V, additiv zu- 
sammensetzen. Der eine von diesen beiden Teilen, P,, bediehk sich auf 
eine Kugelschale X,, deren Begrenzungsflächen die Radien a, undz>a, 


haben; der andere Teil V, bezieht sich auf eine Schale K,, deren Be- 
grenzungsflächen die Tadieh 3<_a, und a, haben. Für X, kann P als 
ein äußerer Punkt, für K, als Punkt des inneren Hohlvalmed angesehen 
werden. Nach den soeben für die Fälle a) und b) m Ergeb- 

nissen folgt alsdann: 


(9) V=-V,+P, ner + an. | etaren, 
und im Falle konstanter Dichtigkeit y(r) = a 
(10) V- Bu (— a) + 22y(0’— 2"). 
Für eine Vollkugel 2 —0, @=.a) erhält man. bei konstanter e 
| Dichtigkeit: _ | 2 
(11) im Falle a) pp 
(12) im Falle c) I- Iryalı Say. 


Liegt der Punkt auf der Bun LObEeHaEhe (2 = 6), so folgt a aus au) | Br 
und aus (12) der Wert V’— #zya?. ae 

Die Anziehung der ee auf den us R von der Masem 
wird im Falle a) | IR, 
(13) | A _ mM 


d. h. die Ansiehung ist nach (1) S. 362 Bde als wäre die gamze_ Masse 02 

der Kugel in deren Mittelpunkt vereinigt. Br 
| Im Falle b) erhält man Z=0, denn hier ist V von z unabhängig. 

Die Wirkung einer Kugelschale au einen Zu, des inneren Hohlraumes en) 
ist daher Null. R 
Im Falle c) folgt aus (9) unter Anwendung der Regel für die 
Differentiation eines bestimmten Integrals nach seiner oberen oder un- { 
teren Grenze (Regel 1, S. 221): Er 


De 


2-5 füroerar+t nn - damplde 
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; oder | 

0 2-- 2, 4apl)rtdr, 

® 


wo das. Bar die Masse M, der oben mit K, bezeichneten Kugel. 
.. .. schale darstellt. Hier wird e 
mM, 


(15) | Ze 03 


die Wirkung ist dieselbe, als wäre die Masse von K, im Mittelpunkt der 
Kugelschale vereinigt. 
_ Die Formeln (13) und (15) gelten auch für die Ansiehung einer - 
.  Vollkugel vom Radius a (a,=(0), a,—=a), wenn M die Masse dieser Kugel 
und M, die Masse der Kugel vom Radius 3 darstellt. Ist insbesondere 
die Dichtigkeit konstant und der Punkt P im Inneren gelegen, so ist 
= +zy2°, daher | 
Z=— 47 ymz, 


_ die Anziehung ist proportional dem Abstand des Punktes P vom Mittel- 
punkt der Kugel. 
6. Die Anziehung Z einer Vollkugel auf einen in ihrem Inneren 
im Abstand z vom Mittelpunkt befindlichen Punkt von der Masse m zu 
bestimmen, wenn die Dichtigkeit 7 vermöge der Gleichung 
5 y=(e—r)k, 
 wocundk positive Konstanten sind, von r abhängt. 
Nach (14) in Aufg. 5 erhält man 


(1) Z= -n jArt — r)kridr = — mık (ze _ e)s. 


Es möge nun die allerdings gang willkürliche Annahme gemacht 
3 werden, daß sich bei der Erde, diese als Kugel vom Radius R hetrachtet, 
Re die Airhnaken der Formel | 


r@) - (en) 


entsprechend ändert.!) Dabei möge als mittlere Dichte der ganzen Erde 
9 = 5,5 (bezogen auf die Dichte des Wassers als Einheit), als mittlere 
ee Dichte der obersten Schichten 7, = 2,5 angenommen werden. Es lassen 


1) Vgl. für das Folgende E. Grimsehl, Angewandte Potentialtheorie in 
elementarer Behandlung, 1. Bd., Leipzig 1905, 8. 57—60 (Sammlung Schubert, 
‚Bd. 88). 


| | a Re Ba Aka 
aus, so erhält man. ‚die a 


0 kn (E-2)-4me. 55 Bi ke —3B)b- 2; 


4 
außerdem ist mit Rücksicht auf die obersten Schichten der Erde 


Aus den Gleichungen @) und © .. sich 
a 5 . 
N Mai Für die Dichte im Bidnekenuikt r = .o würde man unter der ge- 
Rn machten Annahme (2) den Wert y=ck=145 erhalten... 


Aus (1) folgt, daß der absolute Wert der Anziehungskraft h 


2= Io. ein Maximum wird; dies würde einer Entfernung 2 = Zen a 


oder rund 4 AR vom Mittelpunkt der Erde entsprechen. R 


Anhang. 
Zu 8. 3, 4.18: GBeichgültig, ob x positiv oder negativ ist, kann 


man schreiben }: :dz = In ie + c, wo |x| den absoluten Betrag von x 


bedeutet, oder Ach “ü i da = = Ina®+c. 

Zu 8.5, 2.5: Im Falle x, = k, 2, = ak erhält man für F den von k 
unabhängigen Wert m? sın o : Ina. ' 

Zu 8.17, 2.10: Bei Einführung der Wurfweite wo wird y, =} wige, 


und im Falle « = 45° ist w = 4y.. 


Zu 8. 27,.2. 18: Zur Geschichte der Entdeckung und zur Frage 


Kader Gültigkeit des sogenannten Gesetzes von Hooke, das nur bei wenigen 


Stoffen mit wirklich guter Annäherung erfüllt ist, vgl. R. Baumann 
Zeitsch. Verein Deutsch. Ing. Bd. 61 (1917), S. 11T— 124. 

Zu 8. 45, Fußnote 2: Als weitere Literatur über die Erwärmung 
der Luft beim Föhnwind werde noch genannt J. Hann, Lehrbuch der 
Meteorologie, Leipzig 1901, S. 597—604 und Felix M. Einer, Dyna- 
mische Meteorologie, Leipzig und Berlin 1917, 8. 73—79. Hier erwähnt 
Exner, daß einst in der Stadt Denver in Colorade, die in 1570 m See- 
höhe on 60 km von dem 4000 m hohen Genieskanine der Rocky 
Mountains gelegen ist, in. einer Nacht eine Steigerung der Temperatur 
von — 19°C auf + 50 Ü beobachtet wurde, während der le um 
11 mm fiel. 


| Zu 8.50, Aufg. 6: Das N f kommt bei gewissen Fragen 
der Ernährung vor. Vgl. P. Riebesell ‚ Die mathematische Behandlung 


02 'der Ernährungsfragen. Die Naturwissenschaften, 4. Jahrg. (1916), 5.439 
bis 443. Vogl. ferner H. P. Wamser, Die Futteraufnahme wachsender 


a re 


= BEER 
Bere 
SEE 


5 ES : 


AZ 


+ 
e 


Tiere eine mathematische Gesetzmäßigkeit. Diss. Königsberg 1915. In 
beiden Abhandlungen findet man weitere Literaturangaben. 


3 rn T 
Zu 8. 74, 2. 3: en ist auch ‚reaaz = Ir a)da; im 


Falle f@— x) = — f(x) ist daher Sie d<=0,z.B. Foo zde=0, 


_ wie auch geometrisch klar. 

Zu 3.82, 2.14 von unten: Statt sie ist zu setzen die genannte Kraft, 
Zu 8. 85, Fußnote: Über Schwingungen einer Brücke, die durch 

das taktmäßige Marschieren einer Menschenmasse veranlaßt werden, 

vgl. auch H. Reißner, Zeitsch. f. Bauwesen, 49. Jahrg. (1899), S. 484 

und 58. ABB, (1903), S ap ferner A. Ranpt NOREnEn 


SA BELA" 1 EEE UR DR SE SRTTE BLUT AR AA ARLLBG Baar EA HN U ne ER Er 2} a ER EN EL 
’ TE NETTER 1 ii N a u NR N Ba N Rn RRFIE ar yr 
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über technische Mechanik, a 4 Dynamik, 6. Aufl, Tapeg und Berlin 
1921, 8.50 & 


Zu 8. 94, Z. 8: Statt In tg (5 + =) Karin auch In ® gesetzt 


c08 X 
werden. Setzt man fernertg z—g, so wird In tg (3 +2) u (a +yi IH). 
Zu 8. 95: Bei Aufgabe 59 möge beigefügt werden 


dz i 
Sr - + a) eigen ot 
Zu S. 99, Aufg. 76: en zeige mit Hilfe der Substitution z=x=— 2, 


das f zsin”zde = f sin? x 84 ist. Ferner Tach man sich klar, daB 
ö 


Kid Kid 


I = fe h sin zdx = / In cos x dx ist, und beweise it Hilfe der Sub- 


7 z 


stitution 22 = 2 die likene f In sin 22 da = fi Insinz dx. a: 
findet I= — tz 1In2. ®: 
Zu 8. 100, Aufg. T8: Das Integral — kann vermöge iga=2 . Ns 


in [ (1+29)"-1dz übergeführt und dann mit"Hilfe des binomischen Si 
a leicht berechnet werden. Rn 
Zu 8. 106, Aufg. 3: Man findet ' 
SE die e**"sinbx(asinbx —2bcos bz) AR 

f: ‚sin! brde = syn Va ae ber N a 


—— 


2 
De 
ZuS. 107: Nach Aufg.3 kann eingefügt werden in arzde oa, 


Zu 8.111: Ruoss in Stuttgart hat eine Methode zur Integration 
rationaler Funktionen angegeben, die gerade dann gewisse Vorzüge hat, 
wenn die anderen Methoden umständlich sind, nämlich wenn der Nenner 
mehrfache Faktoren oder komplex konjugierte Faktoren enthält, Die . 
Methode besteht darin, daß man sich zunächst klarmacht, wie die ein 
zelnen Glieder, deren Summe. den Integralwert darstellt, gestaltet sind 
und diese Glieder, mit unbestimmten Koeffizienten Korschani hinschreibt. 
Die Koeffizienten selbst werden bestimmt, indem man die Ableitung | 
dieser Summe dem Integranden gleichsetzt und dann die Methode der 
Koeffizientenvergleichung anwendet (Korrespondenzblatt für diehöheren 
Schulen Württembergs, Jalrg. 1919, S. 209—217 und Ben. 1920 h 
BD. u 100) | | | 
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Zu 8.121: Die Formel, die man als Interpolationsformel von 
 Lagrange zu bezeichnen pflegt, findet sich nach E. Schering (Abh. 
Gesellsch. Wissensch. Göttingen, Bd. 27 [1881], S. 5—6 [1879] oder 
Ges. Werke, hrsgg. von R. Haussner und K. Schering, Bd. 2, 
Berlin 1909, S.5) zuerst bei E. Waring in dessen Abhandlung Problems 
concerning interpolations, Philos. Trans. Royal Soc. London Bd. 69 
(Jahrg. 1779), S. 59 oder The Philos. Trans. Royal Soc. London, abridg- 
ed, by Ch. Hutton, G. Shaw, R. Pearson, Bd. 14, from 1776 to 1780, 
London 1809, S. 483-485. Nach A. v. Braunmühl (Bibl. math. (3) 2 
(1901), S. 95—96) hat Waring seine Formel schon 1776 in seinem 
Werke Meditationes analyticae, S. 701—711. Vgl. auch H.Wieleitner, 
Geschichte der Mathematik, 2. Teil (Samml. Schubert Nr. 63), Leipzig, 
1911, S. 235. Die Abhandlung von Lagrange erschien auch in deut- 
. "scher Ausgabe unter dem Titel J. L. Lagrange, Mathematische Ele- 
 mentarvorlesungen, deutsch hrsgg. von H. Niedermüller, Leipzig 
1880; vgl. daselbst S. 115. Die Vorlesungen wurden im Jahre 1795 
. von Lagrange an der Ecole normale in Paris gehalten. 
| Bei S. 145 sei hingewiesen auf eine Abhandlung von L. Schiller 
und A. Döge über Widerstands- und Beschleunigungsmessungen an 
frei steigenden Pilotballonen (Ber. Ges. Wissensch. Leipzig, math.-phys. 
Ki, Bd. 64 (1912), S. 13—25). Zum Widerstand bei Kugeln vgl. auch 
L. Prandtl, Nacbr. Ges. Wissensch. Göttingen, Jahrg. 1914, S.177— 1%. 
Zu S, 147, Aufg. 3: Es werde bemerkt, daß der hier angenommene 
Wert x = 0,664 eigentlich (nach $. 146) für Halbkugeln von 25 cm 
Durchmesser gilt. 
Zu S.210. Tafeln für die Werte der elliptischen Integrale F(k,p) 


ER _ und E(k,p) findet man z. B. auf neun Dezimalen bei A.M. Legendre, 


Trait€ des fonetions elliptiques, .Bd. 2, Paris 1826, S. 291—8363, für 
die Briggsschen Logarithmen der vollständigen Integrale X und E auf 
zwölf Dezimalen ebenda S. 221—243. Das Werk R. Fricke, Kurz- 
gefaßte Vorlesungen über verschiedene Gebiete der höheren Mathematik, 
Leipzig 1900, enthält S. 273—278 die Werte F(k,p) auf fünf Dexi- 
malen, die Werte von K ebenda 8. 279. Bei E. Jahnke und F. Emde, 
Funktionentafeln mit Formeln und Kurven, Leipzig und Berlin 1909, 


n. findet man graphische Darstellungen von F (k, op) auf S.53, von E(k, S | 
auf 8. 60, Zahlenwerte dieser Funktionen auf fünf Dezimalen S. 54—59 
 bzw.8.61—64, Zahlenwerte der vollständigen Integrale X und E ebenda 


3.68. Das Taschenbuch für Mathematiker und Physiker, hrsgg. von 
F. Auerbach und R. Rothe, 3. Jahrg., Leipzig und Berlin 1913, ent- 
hält auf 8. 63 eine Tafel von F(k,p) und E(k,9) auf vier Dezimalen. 
Der Grundriß der Differential- und Integralrechnung von L. Kiepert, 
2. Teil Integralrechnung, 11. Aufl. Hannover 1918, enthält Werte von 
K auf S. 935, von E auf S. 936. von F(k,p) und E (k,p) auf S. 937 
bzw. 938, sämtlich auf fünf Dezimalen. 


Bei der Fußnote zu 8. Pre sei noch verwiesen auf das von E 
6. Scheffers gänzlich neu bearbeitete Lehrbuch der Differential- und. 
Integralrechnung ‚von J. A. Serret, 2. Bd. Integralrechnung, 6. und. 
7. Aufl, Leipzig und Berlin 1921, 8. 181-184. 


Bei S. 230 sei bezüglich des Gaußschen Fehlergesetzes verwiesen er 
auf F. Bernstein, Ber. Ges. Wissensch. Leipzig, math. - phys. KlL9 
Ba. 58 (1906), S. 228—236; Math. Ann. Bd. 64 (1907), 8. A1T— 448; 
P. Riebesell, Die mathematischen Grundlagen der Variations- und 
Vererbungslehre, Math. Bibl., hrsgg. von W. Lietzmann und A.Witting, 
Bd. 24, Leipzig und Berlin 1916, woselbst auch (8. 44—45) weitere 
il aiarangshen. G.Scheffers hat gezeigt (Lehrbuch der Mathematik, : 

5. Aufl, Berlin und Leipzig 1921, 5. 489—490), wie man die Kurve Fi 
y- e7 2° rocht genau mit Hilfe ihrer Wendetangenten und der Krüm- 
mungskreise ihrer drei Scheitel zeichnen kann. Zur Anwendung der 
'Gaußschen Fehlerkurve bei der Bestimmung des günstigsten Zielpunktes 
beim Schießen auf eine beliebig gestaltete ebene Scheibe, die überhaupt 
irgendwo getroffen werden soll vgl. &. Scheffers, Be Akad. 
Wissensch. Berlin, Bd. 42 (1915), S. 133744. Zur Treffwahrschein- “B 
lichkeit eines Zieles vgl. auch eine Abhandlung von R. Rothe, ‚Artille- Re 
ristische Monatshefte, Jahrg. 1916, 8. 65-91 und 8. 125154. er 

Zu 8. 252: Zum Flächeninhalt der Kurve ( 2) + (2) =] sei 
noch verwiesen auf E. au Jahresb. Deutsch. Math.- -Ver, Ba. 14 | 
(1905), 8. 27—28. 


Zu 8. 264: Zur Messung der mittleren Geschwindigkeit i in einem 
Flußprofl mit Hilfe von Stabschwimmern vgl. J. Amsler- Laffon, AR 
Sehweizerische Bauzeitung, Bd. 11 (1888), S. 92—94. 1: x 

Bei den Aufgaben über den Mittelwert einer Funktion in einem 
gewissen Intervalle (S. 256ff.) sei noch hingewiesen auf das Beispiel 
der Bestimmung des mittleren Abstandes eines gegebenen Punktes von 


einer gegebenen Kurve, insbesondere von einer Geraden. Vgl. ‚hierzu 3 
A, Witting, Zeitsch. math. naturw. Unterr., Bd. 46 (1915), S. 420—423 


Zum Durchkang der Kettenlinie, 8. 973: Auch wenn der eine En ä 
punkt des Bogens der Kettenlinie, stwe A, um b Längeneinheiten tiefer 1 
‚liegt ala der andere Endpunkt B, lassen sich aus “ der Abszissen- 
differenz 2a der Endpunkte B und A und aus der Länge 2s des 5 
Bogens BA die Größe m und der Be berechnen. Haben nüm- | 


ds AA 2m? | ie u ı]=am [u es 2 4m? ein(& } 


Deren: q BR a 
ee wird u -=1+ er (+) 4 z at +. Setzt man zur 


x i ea 
N: RR e 2 
a f f 
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f Au 7 a ı 20); 2 -v, () = 3, 80 folgt wieder 01-1453 

RR. a 2°+.--, und Umkehrung dieser Reihe erhält man analog 
20 

.E En m +... 8o findet man 2 und damit auch m=a:Yz. Aus a, b 


und s kann man nicht nur m, sondern auch die Koordinaten z,, y, 
und z,, y, von A und B finden. Es ist ja 


2a +-m{sin() - Sin (3) + 607(2)- CE) mie), 


' wie in dem im Haupttext behandelten Falle z = (2) - v— in 


ee, 8 | 
und wegen 2, — x = 2a wird 235 +b= mer | en —1, daher — In en 


I 2a 
— In (em — 1) . Hat man, nach-Bestimmung von m, auf solche Weise x, 
gefunden, so folgt y, aus y, = m Coj e ); ferner it =, +20, 


=y,+b. - 
Zur Mereator- Projektion (S. 295) sei noch bemerkt, daß H. E. 
RR Timerding die Kurven betrachtete, die beliebigen auf der Kugel ge- 
. = % ron Kreisen bei Anwendung dieser Projektion PRIERL aD (Zeitsch. 
Math. Phys. Bd. 43 (1898), 8. 320— 328.) 

& Zu 8. 319, Aufg. 3: Die Aufgabe, aus der Oberfläche einer Halb- 
kugel vier gleiche Flächenstücke herauszunehmen, so daß der verblei- 
% _ bende Teil der gekrümmten Fläche geometrisch quadrierbar ist, wurde 
von Vincenzo Viviani 1692 in Florenz gestellt (Florentiner Problem) | 
und bald darauf von mehreren Mathematiker gelöst. Vgl. auch M. W. 
 Drobisch, Abhandl. Ges. Wissensch. Leipzig, math.-phys. Kl, Bd. 1 
u 0 S. 481482. 
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Die Zahlen bezeichnen im allgemeinen die Seiten; nur wenn das Zeichen $ vor. 
einer Zahl steht, bezieht sie sich auf einen Paragraphen. | | 


Additionstheorem der Funktion aretg «78. 
Adiabatische Zustandsänderung 44, adiab. 
Kompression 44—46, adiab. Ausdeh- 
nung 44—46, Änderung der Tempera- 
tur hierbei 46, Änderung des Druckes 
hierbei 46, adiab. Zustandsänderung 
bei konstantem Volumen 47, bei kon- 
stantem Druck 47, bei: konstanter 


Temperatur 48, adiab. Kurve 44, 49. 


Äthylacetat, Reaktionsgeschwindigkeit 
bei Ä. 167—169. 


Äthylalkohot, Reaktionsgeschwindigkeit 


bei Ä. 167, 169, 170. 

Affinitätskoeffizient 162. 

Aktinium 70. n 

Aktive Masse eines chemischen Stoffes 
162. 

Amplitude eines elliptischen Normalinte- 
grals 210. 

Anziehung eines prismatischen Stabes 


366, 367, einer kreisförmigen Scheibe| 
368, einer Hohlkugel oder Kugelschale 


370, 371, einer Vollkugel 371, 872; 

Anziehung umgekehrt proportional der 

3. Potenz des Abstandes 88, 89, 
“Anziehungsgesete von. Newton 362, 368. 


änderung 46, 47, geleistet von einem 
. elektrischen Strom 96. 
Archimedes, Schwerpunkt ‘der Fläche 
einer Spirale von A. 333, 334, 
Area Eofinus 143, 144, 251. 
Uren Sinus 144, 251. 
‚Atmosphäre neue (metrische) und alte 47. 
Aufpunkt 364. 
Ausdehnung adiabatische AAN. 
Ausfluß, Zeitdauer des A. aus einem Ge- 
fäB 56—59, aus einem Rechteck in der 


Seitenwand eines Gefäßes 59, 60, aus| 


einem Überfall 60. 


Ausflußgeschwindigkeit heim Ausfuß 
durch die Bodenöffnung eines Gefäßes 
54—56. 8 

Ausflußkoeffizient 56, 60. 


Balken, Biegungsmoment eines belaste- 
‚ten B.. 35—39, Querkraft, Schubkraft 
oder Transversalkraft eines belasteten 5 
B. 36, 37. 


Balkenquerschnitt, seine Nullinie, Schwer- Ei 


punktsachse oder neutrale Achse 345, 

346, seine Bestimmung bei gegebener f 

Belastung des Balkens 349, 360, Bie- 

gungsmoment eines B. 356—39, 846, . 

347—349, 

345, 346, 349. 
Barometrische Höhenmessung 30 —32.. 
Becquerelstrahlen 70. 
Belastungskurve 86. 


De 


Benzin, seine mittlere en: Wärme SS 


260. 


‚Beobachtungsfehler 2283-232. 


Berechnung der Gammafunktion EN 


ihres Logarithmus 242, der Eulerschen $ 


Konstanten 206. 


Beschleunigung der Schwere 18, ihre ” “ 
Arbeit aufgewandt zur Erwärmung 5,|- 
geleistet bei adiabatischer Zustands- 


Anderung . mit der Entfernung vom 


fläche der Sonne 188. 
Bestimmtes Integral 1 $ 5 (8. 73— 75), 


bei Einführung neuer Veränderlicher in 


49, 73, 305, 306, 817-320, sein Wert 


abgeschätzt 266, 267, best. Int. diffe- EN, 


renziert nach einer Grenze 221, 236, 
differenziert nach einem Parameter 


222-238, uneigentliches best. mt. 0 
bis 64, sein Hauptwert 6i, 63, 64, IE ae 


Betafunktion 238-245. Br 

Bidone, seine Beschreibung des Wasser 
sprunges in Flußläufen 156. u 

en N 85. 


gein Widerstandemoment 4 


Erdmittelpunkt 51, B. an der Ober- N. 


% 35—39, 346, 347, 349. 
> Bimolekulare Reaktion 166, 167, umkehr- 
bare bimolek. Reaktion 168, 169. 
Binomische Integrale 173—180, 274. 
Boyenlänge von Kurven $ 17, 8. 268 bis 
295, bei rechtwinkligen Koordinaten 
268, 269, bei Polarkoordinaten 268, 
269, der Epitrochoiden 279—281, der 
Hypotrochoiden 281, der Epi- und 
Hypozykloiden 270, 271, der gemeinen 
Zykloide 269, 270, 278, 279, der El- 
lipse 277, 278,. 285—288, bei Fuß- 
punktkurven 289, 290, der Kardioide 
281, der Kettenlinie 271—273, einer 
auf einer Kugel gelegenen Kurve 290 
‚bis 291, der Lemniskate 282—285, der 
logarithmischen Linie 276, 277, der 
logarithmischen Spirale 281, der Loxo- 
 drome anf der Kugel 291—294, der 
Neilschen Parabel 271, der Parabel 
274—276, B. bei Parallelkurven 289, 
.B. der Sinuslinie 278, der Sinusspirale 
283, 284, der Zissoide 282. 
Boyle, Gesetz von 31. 


Chezy-Eytelweinsche Formel 182. 


Dehnungskoeffizient 27. 
Deplacement eines Schiffes 11. 
Devsationsmoment siehe Zentrifugaimo- 
; ment. 
.. . Dextrose 161. 
Differential, Verwandlung transzenden- 
ter D. in algebraische 115—119. 
Differentialgleichung von Poisson. 865. 
Differentiation eines bestimmten Inte- 
' grals nach einer Grenze 221, 236, nach 
einem Parameter 222—238. 
 Dirichletsche Bedingungen bei Entwick- 


‘lung einer Funktion. in eine Fourier- 


sche Reihe 194, 195. 
Doppelintegral 303ff., seine Anwendung 
zur Berechnung des Volumens von 

Körpern 8 19, $. 303-308, 310, 311, 
zur Berechnung des Inhalts einer ge- 
 krümmten Fläche $ 20, zur Berechnung 
ebener Flächen 305, 308, 309, 311 bis 
313, Einführung neuer Veränderlicher 
bei D. 305, 310, 818, 314, D. zur Be- 
stimmung des Schwerpunkts von Flä- 
chen 331-336, zur Bestimmung von 


bis 352, zur Bestimmung des Druck- 
mittelpunktes ebener Flächen 358362. 


Sachregister. 


Trägheitsmomenten 340, 341, 348, 350. 


379 


e Biegungsmoment eines Balkenquerschnitts Doppel-T-Eisen, sein Trägheitsmoment 


8344, 345, Bestimmung der Dimensionen 
bei gegebener Belastung 347. 

Drahtseil, Verjüngung bei einem D. 299. 

Drehmoment 385. 

Dreieck, Trügheitsmoment eines D. 347, 
Druckniittelpunkt eines D. 360. 

Dreifache Integrale 303#., ihre Anwen- 
dung zur Berechnung des Volumens 
‚xon Körpern $ 19, 8. 305, 306, 314 bis 
317, Einführung neuer Veränderlicher 
bei D. 305, 306, 315—317, Dreif. I. 
zur Bestimmung der Masse und des 
Schwerpunktes von Körpern 325—828, 
835—338, zur Bestimmung von Träg- 
heitsmomenten 341, 342, 352—358, 

Druck einer Flüssigkeit auf eine ebene 

‚Fläche 18, auf ein Rechteck 18—20, 
auf eine elliptische Fläche 53, 54, auf 
Kreisfächen 808, 309, 311—313, D. des 
Wassers auf die Stützmauer eines 
Wasserreservoirs 87, auf eine vertikale 
Mauer 860, 361, D. des Windes gegen 
einen Turm 85, 86, Änderung des D. 
bei adiabatischer Zustandsänderung47 i 

Druckfestigkeit 29. 

Druckmittelpunkt einer ebenen Fläche, 
auf die eine Flüssigkeit Druck ausübt 
8358, 359, 361, D. der Fläche eines 
Trapezes 359, 360, eines Dreiecks 360, 
eines Rechtecks 360, einer elliptiechen 
Fläche 361, 362, der Fläche eines Halb- 
kreises 362. 

Durchhang eines Telegraphendrahtes 273. 


Effektive elektromotorische Kraft 261, 
effekt. Stromstärke 262, 263. 

Eichenkholz, seine Festigkeitszahlen 29, 
seine zulässigen Spannungen 29. 

Eigenschwingung 85. 

Einheit der Wärmemenge 5. 

Eisen, seine spezifische Wärme 5. ; 

Eisenchlorid, Reaktionsgeschwindigkeit 
bei E. 172. 

Eisenchlorür, Reaktionsgeschwindigkeit 
bei E. 172. _ 

Elastischer Faden oder Stab, seine Lon- 
gitudinalschwingungen 82-—84. 

Elastische Nachwirkung 28. 

Blastizitätsgrenze 27. 

EBlastiritätsmodul. 27. 

Elektrischer Strom, Wärmemenge, die er 
in einem Leiter entwickelt 88, seine 
Arbeit 96. | 


RR 


261,  eHektive el. K. 261. 
Elevationswinkel 15. 


Ellipse, ihr Flächeninhalt 247-249, Mit- e 


telwert ihrer Ordinaten 258, ihre Bo- 


genlänge 277, 278, 286288, Schwer- | Fallschirm, Berechnung eines F. 147. 
Faserschicht, neutrale F. 


punkt des Quadranten einer E. 332, 
‘333, Flächeninhalt ihrer Evolute 247, | 


Volumen des Rotationskörpers ihrer | Fehlergesetz 223—233. 
Festigkeitszahl in bezug auf das Zerreißen | 


Evolute 301. 

Ellipsoid, sein Volumen 307, 308, 316, 
seine Oberfläche 321-324, Schwer- 
punkt einer Schicht des E. 335, Träg- 
heitsmoment des E. 355, 356. 

Ellintische Fläche, Druck eiuer Flüssig- 


EEE FEPGN 


keit auf eine ell. Fl. 53, 54, ihre Masse | 


327, ihr Trägheitsmoment 348, Druck- 

mittelpunkt einer ell. Fläche 361, 362. 

Elliptische Integrale $ 12, ihre Normal. 
form nach Legendre210, Modul, Ampli- 
tude und Parameter eines ellipt. I. | 
210, ihre Normalform nach Weierstraß | 
213, vollständiges ellipt. I. 210, 278, | 
ell. I angewandt zur Rektifikation 
277 —281, 283, 285, 295. 

Elliptischer Ring, sein Trägheitsmoiment 

: 348, 

Elliptisches Paraboloid, sein al 
307. 

Energie, kinetische E. einer Masse 238. | 

Epitrochoide, ihre Bogenlänge 279-281. 

Epizykloide, ihre Bogenlänge 270. 

Erdachse, ihre Länge 52. | 

Erdradius, seine mittlere Länge 52. 

: Erkaltungsgeschwindigkeit 174, 175. 
Erwärmung der Luft beim Föhnwind 45. 
Erzwungene Schwingung 85. | 

Essigester, seine Verseifung 167. 


E. 169—171. 
Esterbildung, Reaktionsgeschwindigkeit 
: bei E. 169. 
Eulersche Konstante 206. 
Eulersches Integral 1. Gattung 108, 
2. Gattung 224, 1. und 2. Gattung $ 14. 
Eulersche Trägheitsellipse 352. 
Eixponentialfunktion, ihre Integration 64. | 


Eytelwein, Formel von ee Gammofunktion 224, 238245. 
n Ganguillet und Kutter, Formel von 188 
Gaskonstante 234, 235. h 
Faden, Longitudinalschwingungen eines | Gastheorie, kinetische 72, 234. 
elastischen F. 82—84, Gleichgewichts- | Gay-Lussacsches Gesetz 30, 31, 43. 
| Gebrochene rationale F' unktion., R u 
zu ihrer SNOBERHCH 108-112. 1 


152. 


lage eines F. 90-93. 
Fagnano, Formel von F. 287. 


Fläche in der Ebene als Integral 2, 8 15 


Flüssigkeit, Gestalt der Oberfläche einer 

in einem zylindrischen Gefäß rotieren- 
Flup, Geschwindigkeit der Wassorteil- 
chen in einem F, 
Flußeisen, seine Westigkeitszahlen 2 


Fö 
F. 45. “ 
Formfaktor bei einem Wechselstrom 262. 
Formzahl bei Baumstämmen 254, 
Fouriersche Reihe 194, 198— 200. 
Fruchtzucker 161. f 
. Essigsäure, Reaktionsgeschwindigkeit bei | Funktion, Integration der genden u \ 
ungeraden Funktionen 75, der ratio- 
nalen F. 8 8, der trigonom.: F. 5 
der zyklometrischen F. 80, 81. 
; Funktionaldeterminante 305, 306, 310. 
Fußpunktkurven, ihre Bogenlänge 289, 
290, Inhalt der F. einer Ei I: 


14, bei re de je 
der Beschleunigung der Schwere 51 
bis 53, 185—188, F. eines Körpers im 
- hifterfüllten Raum 142 —1Ö1. EN 


eines. Balken 
345, 346. Re 


oder Zerdrücken 29. Er 


F. der Ellipse 247-249, der Ellipsen- 
evolute 247, der Fußpunktkurve der 
Ellipse 251, der Hyperbel 5, der Ket- 
tenlinie 67, gewisser symmetrischer 
Kurven 252—254, der Lemniskate 251, 
der Parabel 4, 6—9, der Parabein 

höherer Ordnung 8, 9, der Sinuslinie 
76, 77, der Sinusspirale 254—255, der 
Zissoide 184, 185, der gemeinen Zy- 
kloide 247, Fläche in der Ebene als 
Doppelintegral 305, 308, Inhalt einer 
gekrümmten F, 8 20, siehe auch Ober- 
fläche. a 


den F. 32-34, 301—302. ER 
151, 263-266. 


seine zulässigen Spannungen 29. ; 
ihnwind, Kenmenz der Luft beim % 


N | ‚Körpers im lufterfüllten Raum 142 bis 
144, 146-149, G. der Moleküle eines 


 Geschwindigkeitskoeffizient 56. 
 Gleichgewichtslage eines Seiles 20—23. 
Gleichgewichtsoberfläche einer in einem 


.  Gleichmäßige Konvergene 


f! 
Li 


BE hrkicher N eines belasteten | 
Balkens 37. N, 

Gefälle, relatives G. bei einem Flusse 151. 

Gemeine Zykloide, ihr Flächeninhalt 247, 
- mittlere Länge ihrer Krüämmungsradien 
258, 259, ihre Bogenlänge 269, 270, 
279, Volumen und Oberfläche des Ro- 
tationskörpers der gem. Z. 300, 301. 

Gerade Funktionen, ihre Integration 75. 

Geschwindigkeit beim Fall im luftleeren 
Raum 13, 14, beim Fall im luftleeren 
Raum, wenn die Änderung der Be- 
schleunigung der Schwere berücksich- 
‚tigt wird 51—53, beim Wurf im luft- 
‚leeren Raum 15, 16, beim Fall eines 


Gases 234—-236, mittlerer Wert dieser 
G. 72, G. des Windes 86, G. der Was- 
serteilchen in einem Fluß 151, mitt- 
lere G. der Elbe 264—-266, mittlere 
G. eines frei fallenden Körpers 267. 
Geschwindigkeitshöhe 152. 
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zylindrischen Gefäß rotierenden Flüs- 
sigkeit 32—34, 301, 302, G. des 
Wassers in der Schaufel eines ober- 
schlächtigen Wasserrades 34, 35. 

unendlicher 


Reihen 193. 


. Grammkalorie 5. 


i . Grammolekül 162. 


Grenzen, Änderung der G. eines Inte- 


1a  Guldberg, Gesetz von G. "und Waage 162, 


e; Halbkugel, 


grals 49, 78, 305, 306, Differentiation 
eines bestimmten Integrals nach einer 
der beiden G. 221, 236, 237. 


163. 


e N Guldin, Regel' von G. für Rotationskörper | 


‚338. 


a ehrücke 23, 85. 

Halbkonvergente Reihen 204. 208. 

‚ Halbkreis, Druck von Flüssigkeit a auf die 
Fläche eines H. 54, 311—313, Druck- 
mittelpunkt der Fläche eines H. 362. 

Ausfuß von Wasser aus 

einer H. 58, Schwerpunkt eines aus 

H. und Kegel zusammengesetzten Kör- 

_ pers 387, 338. 


 Dingeldey: Differential- u. Integralrechnung. I. 3. Aufl, 


_Sächrogiste. 


ar 


Halbwertzeit Kainakkiver Subuthaban 11. 

Hauptsatz, erster H. der FRE HAIE 
Wärmetheorie 43. 

Hauptspant eines Schiffer 11. 

Haupiträgheitsachsen 352. 

Hauptträgheitsmomente 352. 


Hauptwert der uneigentlichen Integrale 


61, 63, 64, 138. 
Höhenmessung, barometrische 30-82. 
Höhenstufe, barometrische H. 31, 32. 


Fer 


SR 


Hohlkugel, ihr Potential 368—370, An- 


ziehung einer H. 370, 871. 
Hookesches Gesetz 27, 82. 
Hüllkurve von Wurfparabeln 17. 
Hydraulische Tiefe 151. 

Hyperbel, Flächeninhalt einer H. 5, In- 
halt eines Sektors der H. 250, 251. 
Hyperbolische Funktionen, ihre Integra- 

tion 67, 251, geometrische Deutung 

der byp. F. und ihrer Umkehrungen 

260, 251. 

Hypotrochoide, ihre Bogenlänge 281. 
en ihre Bogenlänge 271. 


| Inhalt, siehe Fläche. 

Integral, unbestimmtes und bestimmtes 
I. 1, siehe auch bestimmtes I., von Funk- 
tionen mit konstanten Faktoren 1; 
einer Summe von Funktionen 1, eines 
Produktes 64, I. als Funktion einer 
Grenze 221, 238, als Funktion eines 
Parameters 222—238, uneigentliches I. 


8 3, einguläres 1. 61, 63, 137—138, bi- 


nomisches I. 173—180, 274, ellipti- 
sches I. $ 12. Integral einer Potenz 
2-60, der Exponentialfunktion 64, des 


Logarithmus 64, von geraden nd un- 


geraden Funktionen 75, von! z und 
sin. 75--77, von cotx und tgx 80, 
von trigonometrischen Funktionen 


überhaupt $ 6, von ganzen rationalen 
Fkt. 1—49, von gebrochenen rationa- 


len Fkt. 108—172, von algebraischen 
Fkt. 108—192, 208-221, von Produk- 
ten aus Sinus und Kosinus 94—99, 
101—105, von transzendenten Fkt,, 
wenn das Differential in eine alge- 
braische Fkt. transformiert wird 105 
bis 108, von rationalen Fkt. von x und 


n MISHLE LE A 
ax + b\m | 
ve ;) 178, 176, 176, von re- 


tionalen Fkt. von x und Yax’+2bz+c 


180—192, von 1:Biux und 1:co8x 9, 


25 


as! ii 
4 


UA (382 
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N 1; 


e"?cosbxz und e?”sinbxz 105,- 106, 


von &ofx und Sin x 67, von wre 69, | Koordinaten, krummlinige 305. 
von «&”"sinz und Kräftefunktion 364. 


von xz"Inz 66, 

x” co8x 106, von (arc sin 2)” 108. 
Integralkosinus 201. 
Integrallogarithmus 202. 
‚Integralsinus 201. 


Integration siehe auch Integral. Integra-| K. 849. 
tion durch die Methode der Substitu- | Kreissektor, sein Schwerpunkt 883. 
tion 8 2, partielle oder teilweise I. 64, | Kreiszylinder, sein Trägheitemoment 854, 
I. nach Faktoren 64, 65, I. unendlicher 


Reihen $ 11. 
Integrationsmethoden siehe Integration | 
und Integral. 
Interpolationsformel von Lagrange 120 
bis 123. 


Inversion des Rohrzuckers 161, 162, 164 | Krummlinige Koordinaten 305. 
| Kubatur $ 19, siehe auch Volumen, 


bis 166, 168. 
Joule, Gesetz von J. 88. 
Isothermische Zustandsänderung 48. 


Kalorie 5. 

Kardioide, ihre Bogenlänge 281. 

Katalysator 161, 163. 

Kegel, Inhalt eines Teiles seiner Ober- 
fläche 319, des Kegelmantels 320, 321, 
Masse des K. 327, Schwerpunkt seines 


Mantels 836, 336, Schwerp. des kör-| 


perlichen K. 335, 336, Schwerpunkt 
eines ausK. und Halbkugel ansammen- 
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Sachzegister 


Chah og" x ae sin”"z 97—99, von | Kon, 


N 


onzentration chemischer Verbindungen v h: 
162, 167. | 


‚| Kreisbogen, sein Schwerpunkt 828, ein 
. Trägheitsmoment 348. . 
Kreisfläche, Druck von Wasser auf eine r“ Er 
K. 308, 309, FERgRer EEE einer DR 


356. | 
Krümmungsradius bei Schienenglaineil Ei 
39-42, mittlere Länge des K. beider 
| gemeinen Zykloide 258, 259, mittlere 
Länge des K. der zu einem Flächen- 
punkt gehörigen Normalschnitte 259. 


Kubische Parabel als Übergangskurve 0 
bei Eisenbahnen 41, 42. | 
Kugel, Berechnung des Inhalts von 
Teilen ihrer Oberfläche 319, ihre Masse 
328, Volumen eines Sektors der K 
317, Schwerpunkt eines Sektors der 
K. 336, Schwerpunkt einer Zone dee 
K.334 ‚Schwerpunkt eines keilföormigen 
aus der Kugel geschnittenen Körpers Be 
336, 337, Trägheitsmoment einer Kk. 
353, 856, Potential und Auziebupgg SR 
‚einer K. 370-372. = 


gesetzten Körpers 337, 338, Trägheits- | Kugelfunktionen erster Art 11. E ia 


moment eines K. 353, 354. 
Ketie einer Hängebrücke 28. 


Kettenbruch, seine Näherungswerte 190. Kugelschter, ‚sein Volumen 317, 


Kettenbruchdeterminante 190. 


' Ketienlinie, Ableitung ihrer Gleichung | Kugelzone, ihr Schwerpunkt 334. 
90, 91, ihr Flächeninhalt 67, ihre Bo- | Kurve, adiabatische a4, 49, polytropische. 


genlänge 271— 278, 
328, 329, Volumen und Oberfläche des 


ihr Schwerpunkt 


chen Widerstandes 93. 
. Kiefernholz, seine Festigkeitszahlen 29, 
seine zulässigen Spannungen 29. 
Kilogrammkalori ve 5, 43. 
Kinetische Energie einer Masse 233. 
Kinetische Gasthcorie 72, 234. 
Komplanation siehe Oberfläche. 


Kompression, adiabatische KR. eines Gases | Lebensdauer, mittlere L. bei radionkkiven 
ee 


4A—AT. 
Kontinuante 190. 
Kontraktionskoeffizient 56. 


Konvergenz, 2 aiehmaBigge K. unendlicher Logarithmische Linie, ihre Bogenlin 


' Reiben 193. 


| Kur venbogen siehe Bogenäunge. 
Rotationskörpers der K. 800, K. glei- | Kutter, Formel von Gengalıh und E 


| Zaevulose 161. 


Kugelschale, Potential einer K. 868-870, 
Anziehung einer K. 370, 371. 
sein. 


Schwerpunkt 386. 


49. 


152. 


Längenünderimg eines anf Zub oder 
Druck beanspruchten Stabes aan 


| Lagränge, Interpolstionsformel ı von 1. 
. 120—128. 


Substanzen 71. 
Lemniskate, ihr Flächeninhalt 251, ihre 
Bogenlänge 282—285. 


276, 277. 


- Mittelwert einer Funktion in einem ge- 


Logarithmische Spirale, ihre Bogenlänge Mol 162. 
Moleküle, ihre Geschwindigkeit 234— 286, 


'Logarithmus, seine Integration $ 4, S, 66, 


Mechunisches Wärmeäquivalent 6, 43. 
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Logarithmisches Potential 365. ‚Mittelwert ihrer Geschwindigkeit 72. 


281, ihr Schwerpunkt 330, 331. 
| Moment, statisches M. 35, 325, 326, 359. 
der L. als Flächeninbalt 5. h 
Longitudinalschwingungen eines elasti- | Nachwirkung, elastische N. 28. 
schen Stabes oder Fadens 82—84. | Näherungsformei von Simpson 10—13. 
Loxodrome auf der Kugel, 


länge 291—294. 


einer Fläche 9-——12, eines bestimmten 
Luftwiderstand beim Fall eines Körpers | Integrals 10, 81, 82. a 
142, 145, 146. Nüäherungswerte von Kettenbrüchen 190. 
\ Natriumacetat, BReaktionsgeschwindig- 
Mantel siehe Oberfläche. Lu Reit bei, N. 167. 
Mariotte-Gay- Lussaesches Gesetz 30, Natriumhydroxyd, Reaktionsgeschwin- 
31, 48, Be | digkeit bei N. 167. 
Mascheronische Konstante 206. 2, i h { 
Masse, aktive M. 162, Bestimmung der | Neue Veränderliche, ihre Einführung ın 
M. bei nicht homogenen geometrischen | Integrale, siehe Substitution in Inte- 


Gebilden 324--328, M. eines Kreis: gralen. I - 
kegels 327, einer elliptischen Fläche | Neutrale Achse eines Balkenquerschnitts 


327, einer Kugel 328. 345, n. Faserschicht eines Balkens 845, 


Massenmittelpunkt siehe Schwerpunkt.| 346. Ä 
Massenwirkung, Gesetz der chemischen | Newtonsches Anziehungsgesetz 862, 363, 

M. 162. | | Nickelstahl von F. Krupp, seine Zug- 
Matertaltransport, pneumatischer M. 147. | festigkeit 29. | 


Maxwell, Verteilungsgesetz von M. 72, | Niveaufläche einer Flüssigkeit, die in 
333. | einem zylindrischen Gefäß rotiert 32 


bis 34, 301—302, N. des Wassers in 

der Schaufel, eines oberschlächtigen 

Wasserrades 84, 35. | 

| Normalformen elliptischer Integrale 210, 
213, 267., | 

Nullinie eines Balkenquerschnitts 345. 


Oberfläche, Inhalt gekrümmter 0. $ 20, 
Inhalt der O. oder des Mantels von 


Mechanische Wärmetheorie, erster Haupt- | 
satz der m. W, 43. 

Mercator, Projektion von M. 293. 

Messer für Umdrehungsgeschwindigkei- 
ten 34. 


wissen Intervalle $ 16, M. der Ge- 


== 


ihre Bogen- | Nüherungsweise Bestimmung des Inhalts 


Neilsche Parabel, ihre Bogenlünge 271. 


‚Geschw. eines frei fallenden Körpers 


bis 266, der Ordinaten einer Ellipse 


schwindigkeit der Moleküle 72, der, 


257, der Geschw. beim Schubkurbelge- 
triebe 260, der Geschw, der Elbe 264 | 


258, der Brennstrablen einer Ellipse 


258, der Krümmungsradien der ge- 


meinen Zykloide 258, der Krümmungs- 


radien der zu einem Flächenpunkt ge- 


Rotationskörpern & 18, S. 295—303, 


338, 339, O. eines Rotationsparaboloids 
295—297, eines Rotationsellipsoids 
und Sphaeroids 297, 298, des Rota- 
tionskörpers der Kettenlinie 300, des 
Rotationskörpers der gemeinen Zy- 


kloide 300, 301, des Ellipsoids 321 ' 
bis 824, O. von Teilen einer Kugel 


319, von einem Teil eines Kegels 319. 


e ' hörigen Normalschnitte 259, der spe- 
 zilschen Wärme von Benzin 260, der 


_  Mütlere Lebensdauer xadioaktiver Sub- ! 
 .gtanzen 71. 


4 .  grals 210. 


Orkangeschwindigkeit 86. 


Ä i 298. 
elektromotorischen Kraft einer Wech- a erneame 208 
‚ selstrommaschine 261. | Pappus, Regeln von P. 338. 


 Miitelwertsätze für bestimmte Integrale | Parabel, ihr Flächeninhalt 4, 6—9, 308, 


255, 256. | ihre Bogenlänge 274-276, Schwer- 
punkt eines Parabelbogens 329, 330, 
Schwerpunkt der Fläche einer P. 331, 
332, Trügheitsmoment der Fläche einer 


P. 348, P. als Seilkurve 22, 23, ku- 
25* 


Modul eines elliptischen Normalinte- 


! 
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Liegt 


f 


} 


= 


riss 
HEN ER 


A bische P. ale Übergangskurve bei 
FAR 


‚Eisenbahnen 41, 42, Fläche einer P. 


Neilschen P. 271. 

Paraboloid, sein Volumen 807, Volumen 
und Oberfläche des Botaktönunarabo- 
loids 295, 296. 

Paralleikurven, ihre Bogenlänge 289. 

‚Parameter, Differentiation eines Inte- 
grals nach einem P. 222—238,_P. 
‚eines elliptischen Normalintegrals 210. 

Partialbruchzerlegung echt gebrochener 
rationaler Fanktionen 109—112. 

Partielle Integration 64. 

Pendel, Schwingungsdauer eines P. 213 

5 bie 221. 

Pneumatischer Materialtransport 14%. 

 Poisson, Differentialgleichung von P. 365. 

Polarkoordinaten, ihre Einführung‘ in 

Doppelintegrale 310—313, 819, 320, 
in dreifache Integrale 317. 

Polonium 70. 

‚Polytropische Kurven 49. 

Potential 5 23, logarithmisches P. 365, 

. P. eines prismatischen Stabes 365, 366, 

einer kreisförmigen Scheibe 367, 368, 

einer Hohlkugel oder Kugelschale 368 

bis 370, einer Vollkugel 370. 

Potentialfunktion 364. 

‚Potenz, Integration einer P. 2-60. 
Potenzreihe, ihre Integration 193. 
Produkt, seine Integration 64. 
Profilradius 151. 

Projektion von Mercator 293. 


Quadratur $ 15, siehe auch Fläche. 
Querkraft 36, 37, 236. 

Querschnitt, gef ährlicher Qu. eines be- 
lasteten Balkens 37. 


endibaktige Konstante 71. 

Radioaktivität T0, 71. 

Radium und Radiumemanation 70. 

Rationale Funktionen, ihre Integration 
$8, Regeln für ihre Integration \ 
bis 112. 

Rauhigkeitszahl 151. 

Zaumkurve, Bogenlänge einer R. a 
 Trägheitsmoment einer R. 343. 

‚Reaktion, Geschwindigkeit chemischer R. 


oleknlare R. 166, 167, umkehrbare 


bimolekulare R. 168, 169, trimoleku- | Schraubendampfer, seine Wasser: 


lare R. 171, Dip, 


_ Sachregister. | 


‚höherer Ordnung 8,9, Bogenlänge der 


| Reibung eines um einen Zylinder: ge- 


Säule von gleichem N SE 298,299. 
Schachtgestänge eines Bergwerks 299. 
- 161—172, unimolekulare R. 166. bi- | Scheibe, Potential und A 


Renktionekonstante ABB | 
Rechteck, sein Trägheitsmoment 344 345, “ 
' sein Druckmittelpunkt 360. 
Reduktionsformeln für binomische Int 
. grale 178, 179. Nr 
Regel von Simpson 10—13, 81, von Pap- 
pus oder von Guldin 338. 5 


legten Seiles 24, bei Riemen- und Seil- 
trieb 25, eines Zapfens i im Reuzz 20. er 
Reibungskoeffizient 24, 25. 
Reihe, Integration einer uncbalich 5 
Reihe $ 11, gleichmäßige Konvergenz _ 
einer unendlichen Reihe 198, R. für 
die Funktion arc tg x 195, für arc sin Ed 
195, für den Integralkosinus 201, für 
den Integralsinus 201, für den Integral i 
logarithmus 202, halbkonvergente 
Reihe 204, 205. 
Rektifikation $ 17, siehe auch Bogenlänge. 
Rekursionsformeln bei Integralen. en, 
wisser trigonometrischer Differentiale 
97, bei Integration gewisser rationaler 
Differentiale mit komplexen Faktoren 
im Nenner 125, 126. 
Relatives Si bei einem Flnß 151. ‘ 


166, 168. SE 
Rotationsellipsoid,, seine Oberfläche 2 E 
298. 


rang 


a 8356, 357, siehe ” u 
Rotationskörper, uch 
Rotationskörper, Volumen Rad Oberfläch Bo 
der R. $ 18, Volumen und Oberfläche 
des R der Kettenlinie 300, 338, 83: 
des R. der gemeinen Zykloide 300, 301, 
Volumen desR.derEllipsenevolute 301, 
Volumen des R. der Sinuslinie 8 
303, Trägheitsmoment eines R.352,3 
Rotationsparabolosd als Gleichgewich 
fläche einer in einem zylindris 
Gefäß rotierenden Flüssigkeit 33, 301, 
302, Ausfluß von Wasser aus eineı 
R. 58, sein Volumen und seine Pr 
Häche 295—297. a 


kreisförmigen Sch. 367, 368. 


gung 11—13. 


Sch. 319, 320. 


B.<. ee aubeniinte, ihr Schwerpunkt 331. 
 Schubkraft 36, 37. 


Schubkurbelgetriebe, seine mittlere Ge- 
schwindigkeit 260. 
Schwebegeschwindigkeit 147. 


Schwere, Beschleunigung der Schw. 13. | 


Schwerpunkt $ 21, Schw. eines Kreis- 
bogens 328, einer Kettenlinie 328, 329, 
eines Parabelbogens 329, 330, eines 
Bogens der logarithmischen Spirale 
830, 331, der Schraubenlinie 331, 
der Fläche einer Parabel 331, 332, 
eines Ellipsenguadranten 332, 833, 
eines Sektors bei Polarkoordinaten 
383, eines Kreissektors 333, der 
Fläche einer Archimedischen Spirale 
. 383, 534, des Mantels eines Rotations- 

 körpers 334, einer Kugelzone 334, 3385, 
einer Schicht eines Ellipsoids 335, des 
Kegelmantels und des körperlichen 
Kegels 385, 336, eines Kugelsektors 
336, eines keilförmigen aus der Kugel 
herausgeschnittenen Körpers 336, 337, 
Schw. zusammengesetzter Körper 337, 


Sachregiter. 


ten Stab 27, zulässige S. bei ruhen- 


. der Belastung 29, S. in einem an zwei 


Enden aufgehängten Faden 91, 92, in 
einem Balkenquerschnitt 340, 346. 


Spannungsverlust. bei einer elektrischen 


Leitung 32. 


Spantfläche 11. 
| Spezifische Wärme 5, 44, 49, sp. W. des 


Eisens 5, des Bes, 260. 


Sphaeroid, seine Oberfläche 297, 298. 
Spill 26. 
Spirale, Bogenlänge der logarithmischen 


S. 281, ihr Schwerpunkt 330, 831, 
“ Schwerpunkt der Archimedischen 3. 
353, 334. 


Stab, Längenänderung eines auf Zug 


oder Druck beanspruchten S. 27— 30, 


 Longitudinalschwingungen eines ela- 


stischen 8. 82—84, Potential und An- 
ziehung eines prismafischen 38. 366 
bis 367. 


Stammform, mittlere 8. bei Baumstäni- 


men 253. 


Statisches Moment 35, 325, 326, 359, 


eines aus Halbkugel und Kreiskegel Staukurve 151—161. 


zusammengesetzten Körpers 337, 338. 
_ Schwerpunktsachse eines Balkonquer- 
schnitts 345. 


 Schwimmebene eines Schiffes 11. 


Schwingungsdauer eines Pendels 213 bis 
ArDat. 
Seefahrt, arme 293. 


. Segment, Flächeninbalt eines S. bei der 


Ellipse 248, 249. 


N ‚Seil, seine Gleichgewichtslage 20—22, 


seine Spannung 20—23, Seilkurve 22, 
' Spannung eines um einen Zylinder 


gelegten S. 23. 


"Sektor, Flächeninhalt eines 8. 246, 247, 
Schwerpunkt eines $. bei Polarkoordi- 


ER naten 333, Volumen des S. einer Kugel 


ag er Schwerpunkt en: S. einer Kugel 


ennnche Regel 10-13, 81. 


Singuläre Integrale 61, 63, 137, 138. 


Stauweite 153, 155. 
Strecke, Trügheitsmoment einer $. 342 


bis 344. 


Strom, Wärmemenge entwickelt durch 


einen elektrischen S. 88, Arbeit eines 
elektrischen 8. 96. 


‚Stromstärke, ihr Mittelwert bei einem 


Wechselstrom 261, 262, eoklays S. 
262, 263. 


Substitution, Metliode der Integration | 


durch 8. 8 2, S. in Integralen 49, 306, 
306, 310, 317-320, 351, bei ellipti- 
schen Integralen 209, 212, 218. 


Summe, Integration einer S.:von Funk- 


tionen 1, 


Teilweise Integration 64, 65. 

Telegraphendraht, sein Durchhang 273. 

Temperatur, ihre Änderung bei adiaba- 
tischer Zustandsänderung eines Gases 


EiHuae 


PB _ Schraubentäche, Inhalt, eines Teiles der| Spannung eines Seiles 20—28, 8. bei { 
E einem auf Zug oder Druck beanspruch- 


Sinuslinie, ihr Flächeninhalt 76, 77, ihre] 44—46, 
 Bogenlänge 278, Volumen des Rota- Thorium 70. | 
 tionskörpers der 8. 302, 803. Tiefe, mittlere hydraulische T. 151. 
| Sinusspirale, ihr Flächeninhalt 254, 265, | Torricelli, Satz von T. 55. 
ihre Bogenlänge 283, 284. h Trägheitsellipse 352. 
‚Sonnblickgipfel, dort beobachtete Orkan- | Trägheitsmoment, seine Bestimmung $ 22, 
B arschwindigkeit 86. | 


achsiales T. 339, planares T. 839, &qua- 
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toriäles T. 340, polares T. 340, Be-| wunendl. Reihen von Fauna 194, 198 
ziehungen zwischen T. in bezug suf| bis 200, unendl. R. für arc tg2 und A 
parallele Achsen 341, 842, T. einer| arcsinz 195, für ein elliptisches In- er. 
Strecke 342-344, eines Kreisbogens | tegral 216, 278. 2 
343, eines Rechtecks 344, 345, T. beim Unimolekulare Reaktion 166, 167. 
Doppel-T-Eisen 344, 345, T. eines Uranium 70. 
Dreiecks 847, einer Parabelfläche 348, a 
eines . elliptischen Ringes 348, der Weränderliche, Einführung neuer V. in r we Be 
Fläche einer Ellipse 348, einer Kreis-| Integrale, siehe Substitution im Inte EN 
Näche 349, 351, einer ebenen Fläche | gralen.. 
in bezug auf zwei rechtwinklige Achsen | Verseifung von Essigester 167, 168, . 
in der Ebene der Fläche 360, 351, | Vertauschbarkeit der Reihenfolge zweier van 
einer ebenen Fläche in bezug auf eine | Integrationen 303. r® 
zur Ebene rechtwinklige Achse 360, Verteilungsgesetz von Maxwell 7 8, 233. 8 
351, eines Rotetionskörpers in bezug | Vollständige Dr Integrale 310, 278, 3 
auf seine Achse 352, 853, einer Kugel| 285: BR; 
' 353, 356, eines Kegels 353, 354, eines | Volumen, Keine Harsckanan durchDoppe- 
Rotationskörpers in bezug auf eine, und dreifache Integrale $ 19, V.von 
Achse, die die geometrische Achse Rotationskörpern $ 18 (8. 295303), E 
rechtwinklig schneidet354, einesKreis- | S. 338, 339, V. des Rotationsparabo- 
zylinders 354, 356, eines Ellipsoids | loids 295, 296, des Rotationskörpers 
365, 356, einer Rotationsfläche 356,| der Kettenlinie 300, des Rotations- 
357, eines Körpers in bezug auf irgend körpers der gemeinen Zykloide 300, 
eine Achse 357, 358. : 301, des Rotationskörpers der Ellipsen- 
Trägheiisradius 841. Bnltcke 801, des Rotationskörpers der 
Transformation von einfachen und mehr- | Sinuslinie 302, 303, V. des elliptischen ah 
fachen Integralen siehe Substitution. | Paraboloids 307, des Ellipsoids 307, 
Transversalkraft 35, 37. 308, 316, gewisser symmetrischer Kör- “ 
Transzendente Differentiale, ihre Trans- per 314316, eines Kreis 317. 
formation in algebraische Diff, 115 


bis 119. Waage, Gesetz von Guldbeng und. W. 
Trapezfläche, ihr Bag Inuakr 8359,| 162, 163. EN 
360, Wärme, spezifische w. b, 44, 49. 


Wärmeäquivalent, mechanisches W. 6, 48. a 
Wärmemenge, ihre Einheit 5, W. durch # = 
. einen elektrischen Strom in einem 

Leiter entwickelt 88. 


& 
| 
| 
Trapezregel 10, 11, 82. 
Traubenzucker 161. 
Trigonometrische Reihe 194, 198-200, 
Integration der trig. Funktionen $ 6. | 
Trimolekulare Reaktion 171, 172. Wärmetheorie, erster Hauptsatz der me- 
Turm, Druck des Windes gegen einen) chanischen W. 43. 
T. 88, ‚86. Wallis’ Formel für = 99. 
Wasserlinie eines Schiffes 1. 
Wasserrad, Gleichgewichtsoberfläche di 
Wassers in der Schaufel eines oleı ‚ 
schlächtigen W. 34, 35. En 
Wasserreservoir, Druck des Wassers auf 
die Stützmauer eines W. 87. Sa 
Wassersprung in Flußläufen 156, 157, 160. 
Wasserverdrängung eines Schiffes 11,78 
Wechselstrom, Mittelwert der elektromo- Re 
torischen Kraft eines W. 261, seine 
effektive elektromotorische Kraft 26 
‚Mittelwert der Stromstärke eines W. 
262, seine RENS. Stromstärke % 
268. } 


Drerfal, Ausfluß von Wasser aus einem 
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Übergangsbogen (Übergangskurve) bei 
Eisenbahngleisen 40—42. 

Überhöhung einer Eisenbahnschiene 39 
bis 41. 

Umkehrbare bimolekulare Reaktion 168, 
169. 

Unbestimmtes Integral 1, siehe such In- 
tegral. : 

Uneigentliche Integrale 38. 

Unendliche Reihen, ihre ER 
Konvergenz 198, ihre Integration $ 11; 


‚Sachregister. Bi: | 387 


Well, Reibung eines Seils an einer W.26. | Zi aloe. Reaktionsgeschwindigkeit: 


Widerstand der Luft beim Fall eines Kör-| bei Z. 172. 
pers 142,145, Kettenlinie von gleichem | Zissoide, ihr Flächeninhalt 184, 185, ihre 
va W. 98, Säule von gleichem W.298,299.| Bogenlänge 282. 
Widerstandskoeffizient 145, 146. Zuckerinversion 161, 162, 168. 
i Widerstandsmoment 345, 346, 349. | Zugfestigkeit 29. 
Wind, Druck des W. gegen einen Turm Zugspitze, meteorologisches Obaervato- 
En 86, 86. rium auf der Z. 86. 
Winkel zweier Richtungen auf einer | Zustandsänderung, adiabatische Z. 44, 
iR Fläche 291. Z. bei konstantem Volumen 47, bei 


Wurfparabel 15—18, ihr Scheitel 17,18,| konstantem Druck 47, kei konstanter 
Ri ihr Brennpunkt 17, 18, ihre Leitlinie Temperatur 48. 

17, 18, Hüllkurve von W. 17. Zykloide, Flächeninhalt der gemeinen Z. 
Wur fweite 17. 247, mittlere Länge ihrer Krümmungs- 
a | radien 258, 259, Bogenlänge der 2. 
Bi Zeitdauer für Sinken des Wasserspiegels | 269, 270, 278, 279, Volumen und Ober- 
in einem Gefäß 56, 57, für die Ent-| fläche des Rotationskörpers der ge- 

' leerung eines Gefäßes durch eine Bo-| meinen Z. 300, 301. 
denöffnung 56—58, für Entleerung | Zyklometrische Funktioren, Additions- 
einer Halbkugel 58, eines Rotations- : theorem von aretg x 78, ihre Integra- 


IN 


paraboloids 58. a tion 80, 81, ihr Auftreten bei der In- 
 Zentralellipse 352. tegration rationaler Funktionen 109, 
 Zentrifugalmoment 341, 351, 389. 110, 112. 


 ... Zerfallperiode radioaktiver Substanzen 71. Zylinder siehe Kreiszylinder. 
Zinnchlorid, ann Zylinderkoordinaten 310, 356. 


bei 2. 172. 
Si Berichtigungen 
zu dem im Jahre 1910 erschienenen Teil I, Aufgaben zur Anwendung ‚der 
Differentialrechnung. 


ve ‚Seite 50, Zeile 19 lies — day statt — day. 
BR ; „ 62, Zeile 17 lies y, =b— 09’ statt y, =b— ei ; im Zähler des Ausdrucks 
0. fürshat - y— by’ zu stehen statt + (pa — b)gQ. 


| iR 68, Zeile 18 lies Lu statt f Fa, 


: f(«) Fey : 
„105, Zeile 12 von unten lies g=2 und g= — 2 statt g—=a und g=—a. 
Be 106, Zeile 7 lies al statt y = e 


In (-- _ In (- <) 
110, Zeile 7 von unten lies APB statt PBA. 
117, Zeile 19 lies Achse 209 statt x-Achse. 
133, Zeile 11 von unten lies A statt «. 
5,187, Zeile 11 lies v, statt c, und t, statt t. 
m 137, Zeile 12 und 16 lies x, und y, statt a, und b,. 
„ 145, Zeile 21 lies 20y+2%yz + 222 statt zy-+ ya +22. 


| 189, Zeile 13 von unten lies a: cs — statt {a con: 
190, Zeile 18 lies War a? statt ga = 1. 
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